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Organisatorisches Empfohlene Literatur

» M. AIGNER, Diskrete Mathematik, Vieweg, 2005 (5. Aufl.).

» T. CorMEN, C. LEISERSON, R. RIVEST, Introduction to
Algorithms, MIT Press, 2001 (2. A.).

» R. GRAHAM, D. KNUTH, O. PATASHNIK, Concrete

> Westeite: y 5/ , y Mathematics, Addison-Wesley, 1994 (2. A.).
.inf tik.uni-erl .de/IMMD8/Lect THINF
WO AL OTmAt L. Uil Ter Jangen ; 46 ectures V. HEUN, Grundlegende Algorithmen, Vieweg, 2003 (2. A.).

enthilt Materialien zur Vorlesung, Ubungsaufgaben, aktuelle _
Informationen etc. (NB: nicht alles ist von aussen zuganglich) D. KNUTH, The Art of Computer Programming (1-3),
Addison-Wesley, 1962-1997.

» Kontakt:
Adresse: Haberstrasse 2, 3. Stock U. SCHONING, Algorithmik, Spektrum-Verlag, 2001.
Telefon: 85-28712 R. SEDGEWICK, P. FLAJOLET, An Introduction to the

email: strehl@cs.fau.de Analysis of Algorithms, Addison-Wesley, 1996.
Sprechstunde: Termin per email vereinbaren _ ) _
» H. WILF, Algorithms and Complexity, Prentice-Hall 1986.
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Montags und Donnerstag, 16:00-17:30 Uhr im H9
» Ubungen in 7 Gruppen, Termine und Eintragung — Webseite
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Ubersicht

» Einleitung — Begriffe und Beispiele
» Mathematische Hilfsmittel
» Exemplarische Analysen

» Rekursion und Komplexitat
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Ubersicht

Einleitung — Begriffe und Beispiele
Mathematische Hilfsmittel
Exemplarische Analysen

Rekursion und Komplexitat

vV v.v. v Y

Information und Komplexitat

Ubersicht

Einleitung — Begriffe und Beispiele
Mathematische Hilfsmittel

Rekursion und Komplexitat

>

>

» Exemplarische Analysen

>

» Information und Komplexitat
>

Arithmetik und Komplexitat
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Probleme Probleme
» Was ist ein Problem? » Was ist ein Problem?
» D = domain = Definitionsbereich = “Instanzen”
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Probleme

» Was ist ein Problem?

» D = domain = Definitionsbereich = “Instanzen”
» R = range = Wertebereich
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Probleme

» Was ist ein Problem?
» D = domain = Definitionsbereich = “Instanzen”
» R = range = Wertebereich
» f: D — R berechenbare Funktion
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Probleme

» Was ist ein Problem?

» D = domain = Definitionsbereich = “Instanzen”
» R = range = Wertebereich

» f: D — R berechenbare Funktion

» falls R = {true, false} : Entscheidungsproblem

Probleme

» Was ist ein Problem?

» D = domain = Definitionsbereich = “Instanzen”
R = range = Wertebereich

f : D — R berechenbare Funktion

falls R = {true, false} : Entscheidungsproblem
Grosse von Instanzen size : D — N
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Probleme

» Was ist ein Problem?

» D = domain = Definitionsbereich = “Instanzen”
R = range = Wertebereich
f : D — R berechenbare Funktion
falls R = {true,false} : Entscheidungsproblem
Grosse von Instanzen size : D — N
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dn = ﬁDn

oft: D, = {d € D; size(d) = n} ist endlich fiir n > 0, dann

Kosten

» Algorithmen und Kosten
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Kosten

» Algorithmen und Kosten

» A : Algorithmus zur Berechnung von f : D — R
(auf TM oder RAM oder dergl.), d.h.

Vd € D : A(d) = f(d)

Kosten

» Algorithmen und Kosten

» A : Algorithmus zur Berechnung von f : D — R

(auf TM oder RAM oder dergl.), d.h.
Vd € D: A(d) = f(d)
» Kostenfunktion (modellabhingig)
costy : D — N:dw— costy(d)

soll Laufzeitverhalten (oder Speicherverbrauch) von A auf
einem Maschinenmodell (TM,RAM) anhand der bestimmenden
Einflussgrossen (z.B. Anzahl der elementaren Rechenschritte
einer TM, Anzahl der arithmetischen oder
Vergleichsoperationen einer RAM) widergeben
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» worst-case und average-case

> worst-case Komplexitat
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» worst-case Komplexitat

deD,

cost 4(n) = max cost 4(d)
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cost 4(n) = max cost4(d
(n) deD, (d)
> average-case Komplexitat

» worst-case und average-case

costa(n) :dl Z cost 4(d)

" deD,

Ay

> worst-case Komplexitat

cost n) = max cost d
A( ) deD A( )
> average-case Komplexitat

n

- 1

cost(n) = 7 Z cost 4(d)
" deD,

» Hauptproblem:

Wie skaliert der Berechnungsaufwand mit der Problemgrosse?

Wie verhalten sich die Folgen (cost 4(n)),~, bzw.
(costa(n)),s, asymptotisch, d.h. fir n — 00?
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Zwei wichtige Bemerkungen

» Eine exakte Bestimmung (“Formel”) von cost 4(n) bzw.
cost 4(n) ist meist nicht moglich. Man muss sich mit
“asymptotischen” Aussagen im Sinne der LANDAU-Notation
begniigen, z.B. :

cost4(n) € O(n?), € Q(n*?), € O(nlogn), ~ 7n'83 ...

Zwei wichtige Bemerkungen

» Eine exakte Bestimmung (“Formel”) von cost 4(n) bzw.
cost 4(n) ist meist nicht moglich. Man muss sich mit
“asymptotischen” Aussagen im Sinne der LANDAU-Notation
begniigen, z.B. :

cost4(n) € O(n?), e Q(n*?),e O(nlogn), ~ 7n'*e3 ...

» Bei rekursiven Algorithmen geniigen die Aufwandsfunktionen
“divide-and-conquer” Rekursionsgleichungen, z.B.

T(2n)=7T(n) + @(n2)

Wie kann man daraus Aussagen liber das asymptotische
Verhalten von T(n) gewinnen?
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Wichtige Unterscheidung

» Komplexitat von Algorithmen

Wichtige Unterscheidung

» Komplexitat von Algorithmen
» Jeder konkrete Algorithmus A fiir ein Problem f : D — R hat
eine einem Berechnungsmodell beziiglich einer Grossenfunktion
size und eines Komplexitdtsmasses cost eine
Komplexitatsfunktion.
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LKomplexi!:éit von Algorithmen und von Problemen LKomplexiti-il: von Algorithmen und von Problemen
Wichtige Unterscheidung Wichtige Unterscheidung
» Komplexitdt von Algorithmen » Komplexitdt von Algorithmen
» Jeder konkrete Algorithmus A fiir ein Problem f : D — R hat » Jeder konkrete Algorithmus A fiir ein Problem f : D — R hat
eine einem Berechnungsmodell beziiglich einer Gréssenfunktion eine einem Berechnungsmodell beziiglich einer Gréssenfunktion
size und eines Komplexitdtsmasses cost eine size und eines Komplexitdtsmasses cost eine
Komplexitatsfunktion. Komplexitatsfunktion.
» Komplexitdt von Problemen » Komplexitdt von Problemen
» Welchen Aufwand bendtigt jeder Algorithmus zur Lésung eines
Problems (in einem gegebenen Berechnungsmodell)? Das ist
eine inhdrente Eigenschaft des Problems!
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» Konkrete Algorithmen liefern obere Schranken fiir die » Konkrete Algorithmen liefern obere Schranken fiir die
Problemkomplexitat — “je kleiner, desto besser”. Problemkomplexitdat — “je kleiner, desto besser”.

» Untere Schranken treffen auf alle Algorithmen fiir ein Problem
zu — “je grosser, desto besser” — sind aber meist sehr schwer
zu gewinnen!
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LObere und untere Schranken

» Konkrete Algorithmen liefern obere Schranken fiir die
Problemkomplexitdat — “je kleiner, desto besser”.

» Untere Schranken treffen auf alle Algorithmen fiir ein Problem
zu — "“je grosser, desto besser” — sind aber meist sehr schwer
zu gewinnen!

» Fiir optimale Algorithmen stimmt die
Algorithmen-Komplexitdt mit einer unteren Schranke fiir die
Problemkomplexitat iiberein.
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LKomplexitéitsanalyse und Komplexitatstheorie

Begriffe

» Komplexitatsanalyse beschaftigt sich mit dem Entwurf der
Analyse von moglichst effizienten Algorithmen fiir konkrete
Probleme
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LObere und untere Schranken

» Konkrete Algorithmen liefern obere Schranken fiir die
Problemkomplexitdt — “je kleiner, desto besser”.

» Untere Schranken treffen auf alle Algorithmen fiir ein Problem
zu — “je grosser, desto besser” — sind aber meist sehr schwer
zu gewinnen!

» Fiir optimale Algorithmen stimmt die
Algorithmen-Komplexitdt mit einer unteren Schranke fiir die
Problemkomplexitat iiberein.

» Fiir die meisten Probleme sind gute untere Schranke nicht
bekannt — und damit keine optimalem Algorithmen!
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LKomplexitéitsanalyse und Komplexitatstheorie

Begriffe

» Komplexitatsanalyse beschaftigt sich mit dem Entwurf der
Analyse von moglichst effizienten Algorithmen fiir konkrete
Probleme

» Komplexitatstheorie untersucht die Komplexitat von
Problemen und die Komplexitdts-Beziehungen zwischen
Problemen. Komplexitatsklassen (wie P, NP, EXPTIME, PSPACE)
fassen Probleme “gleicher Schwierigkeit” zu Klassen
zusammen und untersuchen Beziehungen zwischen diesen
Klassen.
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Zwei formale Sprachen

» Reguldre Sprache F = (a+ bb)* C {a, b}*.

Wieviele Worter der Lange n enthalt F?

Zwei formale Sprachen

» Reguldre Sprache F = (a+ bb)* C {a, b}*.
Wieviele Worter der Lange n enthalt F?

» Kontextfreie Sprache der korrekten Klammerungen
D C {a, b}*, erzeugt durch

D — aDbD | A.

Wieviele Worter der Lange n enthadlt D?
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Zwei formale Sprachen

» Regulare Sprache F = (a+ bb)* C {a, b}*.

Wieviele Worter der Lange n enthalt F7?

» Kontextfreie Sprache der korrekten Klammerungen

D C {a, b}*, erzeugt durch
D — aDbD| A.

Wieviele Worter der Lange n enthalt D?

> Allgemein:

> endliches Alphabet, L C ¥* formale Sprache
Wie verhilt sich £,(L) :=4(L N X") fiir n — 007
Welche Rolle spielt dabei der Chomsky-Typ von L?

Beispiel: regulare formale Sprache
» Fiir F = (a+ bb)* C {a, b}* gilt

bo(F)=6(F)=1
£n+2(F) - €n+1(F) + En(F) (n > 0)
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Beispiel: regulare formale Sprache

» Fir F = (a+ bb)* C {a, b}* gilt

lo(F) =4(F) =1
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ln2(F) = €np1(F) + €a(F) (n>0)
und daher

Beispiel: regulare formale Sprache

¢n(F) = Fh41 Fibonacci-Zahl
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Beispiel: kontextfreie formale Sprache

» Fiir die durch

D — aDbD | A

» Fir F = (a+ bb)* C {a, b}* gilt
b(F)=10(F)=1

€n+2(F) = gn—l—l(F) + En(F) (n Z O)
und daher

¢n(F) = Fh41 Fibonacci-Zahl
Asymptotisch exponentielles Wachstum:

n_ 7n n
F— ¢"— 9" o7
V5 V5
Tit o= % = 1.61803... (goldener Schnitt),
¢ =12/5 — _0.61803. ..
Theoretische Informatik 3 WS 2006/07
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I—Zwei formale Sprachen
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erzeugte kontextfreie Sprache der korrekten Klammerungen
(dquivalent: Bindrbiume) gilt

Beispiel: kontextfreie formale Sprache

» Fiir die durch

Dac

D — aDbD | A
erzeugte kontextfreie Sprache der korrekten Klammerungen

(dquivalent: Bindrbaume) gilt f2,1+1(D) = 0 fiir n > 0 und fiir
dn := l2,(D)
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Beispiel: kontextfreie formale Sprache
» Fiir die durch
D — aDbD| A

erzeugte kontextfreie Sprache der korrekten Klammerungen
(dquivalent: Binarbaume) gilt f2,+1(D) = 0 fiir n > 0 und fiir
d,, = fgn(D)

dny1=do-dpn+di-dp1+d2-dy2+ -+ dn- o

Beispiel: kontextfreie formale Sprache

» Fiir die durch
D — aDbD | A

erzeugte kontextfreie Sprache der korrekten Klammerungen
(dquivalent: Bindrbaume) gilt f2,11(D) = 0 fiir n > 0 und fiir
dn = EQ,,(D)

dpy1=do-drn+di-dp1+d2-dy2+ -+ dn o

Wir werden spater sehen:

dy = Lon(D) = 1 <2n>N 4
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Polynome

Konventionen:

» Polynom ~ Folge der Koeffizienten

a(X) = apt+arX+a X+ - +amX™ « (a0, a1,32,---,am)

Polynome

Konventionen:

» Polynom ~ Folge der Koeffizienten
a(X) = ag+arX+a X3+ +apX™ — (ap,a1,a2,...,am)

» “Grosse” eines Polynoms = Anzahl der Koeffizienten
(i.w. Grad)
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LMul|:iplikation von Polynomen und ganzen Zahlen

Polynome

Konventionen:

» Polynom =~ Folge der Koeffizienten
a(X) = ag+arX+aX?+---+apX™ — (ap,a1,a2,...,am)

» “Grosse” eines Polynoms = Anzahl der Koeffizienten
(i.w. Grad)
» Aufwand fiir Polynomoperationen wird gemessen in Anzahl

der Operationen im Koeffizientenbereich (oft auch nur:
Multiplikationen im Koeffizientenbereich)

Multiplikation

aX)= ag+aX+aX+ - +apX" o
b(X) = bg+ b X+ bX?+ -+ b, X"
c(X) = a(X) - b(X)

= CO"‘Cfl)(‘f‘"'"|‘Cm—i—n)<m+n<_> (C07C1ac27'~'7cm+n)

(aOa air,az,..., am)
(bo, b1, by, ..., bp)

mit
=Y ai-b (0<i<m0<j<n0<k<m+n)
i+j=k

Berechnung mittels dieser Formel erfordert (m + 1)(n + 1)
Multiplikationen im Koeffizientenbereich = Aufwand wachst (fiir
m = n) quadratisch mit der Grésse der Instanzen
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Komplexitat der Multiplikation
» “klassisch”: O(n?)

Komplexitat der Multiplikation

> “klassisch”: O(n?)

» das rekursive (divide-and-conquer) Verfahren von
KARATSUBA leistet dies mit einem Aufwand Mj,,(n), fiir den
gilt

Mka,a(Zn) =3 Mka,a(n) + @(n)
und das ergibt My,..(n) € O(n'°823), wobei log, 3 ~ 1.585.

Bemerkung: analoge Aussagen gelten fiir die Multiplikation von
ganzen Zahlen
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LMultiplikation von Polynomen und ganzen Zahlen

Komplexitat der Multiplikation

» “klassisch”: O(n?)

» das rekursive (divide-and-conquer) Verfahren von
KARATSUBA leistet dies mit einem Aufwand Myg,.(n), fiir den
gilt

Mkara(2”) =3 Mkara(”) + @(n)
und das ergibt My,..(n) € O(n'°823), wobei log, 3 ~ 1.585.

» Man kann Polynome auch ganz anders multiplizieren:
Evaluation und Interpolation

Bemerkung: analoge Aussagen gelten fiir die Multiplikation von
ganzen Zahlen
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[

one-way Funktionen

one-way?

» Multiplizieren ist effizient machbar, aber gilt das auch fiir das
Faktorisieren?
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LMultiplikation von Polynomen und ganzen Zahlen

Komplexitat der Multiplikation

> “klassisch”": O(n?)

» das rekursive (divide-and-conquer) Verfahren von
KARATSUBA leistet dies mit einem Aufwand Mj,,,(n), fiir den
gilt

Miara(2n) = 3 - Myara(n) + ©(n)
und das ergibt My,.,(n) € O(n'°823), wobei log, 3 ~ 1.585.

» Man kann Polynome auch ganz anders multiplizieren:
Evaluation und Interpolation

» mittels schneller FOURIER-Transformation (FFT=spezielles
rekursives Evaluations-Interpolationsschema) kann man einen
Aufwand O(nlog n) erreichen

Bemerkung: analoge Aussagen gelten fiir die Multiplikation von
ganzen Zahlen
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L

one-way Funktionen

one-way”?

» Multiplizieren ist effizient machbar, aber gilt das auch fiir das
Faktorisieren?

» Exponentiation ist effizient machbar, aber gilt das auch fiir
das Logarithmieren?
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one-way Funktionen

one-way?

» Multiplizieren ist effizient machbar, aber gilt das auch fiir das
Faktorisieren?

» Exponentiation ist effizient machbar, aber gilt das auch fiir
das Logarithmieren?

» Antworten auf diese Fragen waren essentiell fiir die Sicherheit
gangiger kryptographischer Verfahren!
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Sortieren

» Allgemein: (A, <) totalgeordnete Menge
Sortieren = Umordnen von Elementen einer A-Liste (oder
eines A-Feldes) auf- oder absteigend bezgl. <
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L

one-way Funktionen

one-way”?

» Multiplizieren ist effizient machbar, aber gilt das auch fiir das
Faktorisieren?

» Exponentiation ist effizient machbar, aber gilt das auch fiir
das Logarithmieren?

» Antworten auf diese Fragen waren essentiell fiir die Sicherheit
gangiger kryptographischer Verfahren!

» Faktorisieren und Logarithmieren sind effizient durchfiihrbar
mit einem Computer, den es noch nicht gibt:
Quantencomputing.
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L Sortierkomplexitat

Sortieren

» Allgemein: (A, <) totalgeordnete Menge
Sortieren = Umordnen von Elementen einer A-Liste (oder
eines A-Feldes) auf- oder absteigend bezgl. <

» Instanzengrosse = Listenlange
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Sortieren

> Allgemein: (A, <) totalgeordnete Menge
Sortieren = Umordnen von Elementen einer A-Liste (oder
eines A-Feldes) auf- oder absteigend bezgl. <

» Instanzengrosse = Listenldnge

» Aufwand = Anzahl der paarweisen Vergleiche von
Listenelementen
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Sortieren

» Allgemein: (A, <) totalgeordnete Menge
Sortieren = Umordnen von Elementen einer A-Liste (oder
eines A-Feldes) auf- oder absteigend bezgl. <

» Instanzengrosse = Listenlange

» Aufwand = Anzahl der paarweisen Vergleiche von
Listenelementen

» Vereinfachung (Permutationsmodell): Listenelemente sind
paarweise verschieden, es kommt nur auf die relativen
Ordnungsbeziehungen zwischen den Listenelementen an, nicht
auf absolute Werte
— Instanzen der Grésse n = Permutationen von {1,2,...,n}

» NB: es gibt nl ~ (n/e)” - v/2mn Instanzen der Grésse n
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L Sortierkomplexitat

Sortieren

» Allgemein: (A, <) totalgeordnete Menge
Sortieren = Umordnen von Elementen einer A-Liste (oder
eines A-Feldes) auf- oder absteigend bezgl. <

» Instanzengrosse = Listenldange

» Aufwand = Anzahl der paarweisen Vergleiche von
Listenelementen

» Vereinfachung (Permutationsmodell): Listenelemente sind
paarweise verschieden, es kommt nur auf die relativen
Ordnungsbeziehungen zwischen den Listenelementen an, nicht
auf absolute Werte
— Instanzen der Grosse n = Permutationen von {1,2,...,n}
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L Sortierkomplexitat

Sortieralgorithmen

» Es gibt viele verschiedene (experimentell und theoretisch gut
untersuchte) Sortieralgorithmen (— KNuTH, TAOCP 3).
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Sortieralgorithmen

» Es gibt viele verschiedene (experimentell und theoretisch gut
untersuchte) Sortieralgorithmen (— KNuTH, TAOCP 3).

» Bei einigen der “simplen” Algorithmen (INSERTIONSORT,
SELECTIONSORT, BUBBLESORT) wachst der Aufwand im
worst- und im average-case quadratisch in der Listenlange

O(n?).
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Sortieralgorithmen

» Es gibt viele verschiedene (experimentell und theoretisch gut
untersuchte) Sortieralgorithmen (— KNuTH, TAOCP 3).

» Bei einigen der “simplen” Algorithmen (INSERTIONSORT,
SELECTIONSORT, BUBBLESORT) wachst der Aufwand im
worst- und im average-case quadratisch in der Listenldange
O(n?).

» Bei “guten” Algorithmen (HEAPSORT, MERGESORT) wachst
der Aufand im worst-case (und auch im average-case) wie
O(nlogn).

» Bei QUICKSORT wachst der Aufwand im worst-case
quadratisch, im average-case aber wie O(nlog n).
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Sortieralgorithmen

» Es gibt viele verschiedene (experimentell und theoretisch gut
untersuchte) Sortieralgorithmen (— KNuTH, TAOCP 3).

> Bei einigen der “simplen” Algorithmen (INSERTIONSORT,
SELECTIONSORT, BUBBLESORT) wachst der Aufwand im
worst- und im average-case quadratisch in der Listenlange
O(n?).

» Bei “guten” Algorithmen (HEAPSORT, MERGESORT) wachst

der Aufand im worst-case (und auch im average-case) wie
O(nlog n).

Theoretische Informatik 3 WS 2006/07
L Beispiele
L Sortierkomplexitat

Sortieralgorithmen

» Es gibt viele verschiedene (experimentell und theoretisch gut
untersuchte) Sortieralgorithmen (— KNuTH, TAOCP 3).

> Bei einigen der “simplen” Algorithmen (INSERTIONSORT,
SELECTIONSORT, BUBBLESORT) wachst der Aufwand im
worst- und im average-case quadratisch in der Listenldnge
O(n?).

» Bei “guten” Algorithmen (HEAPSORT, MERGESORT) wéchst
der Aufand im worst-case (und auch im average-case) wie
O(nlog n).

» Bei QUICKSORT wachst der Aufwand im worst-case
quadratisch, im average-case aber wie O(nlog n).

> Bei SHELLSORT kann man einen Aufwand wie O(n'*¢) (fiir
beliebig kleines ¢ > 0) erreichen.
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Untere Schranke fiir die Sortierkomplexitat

» Jeder auf paarweisen Vergleichen basierende
Sortieralgorithmus bendtigt auf Listen der Lange n im
worst-case und im average-case mindestens

log n! ~ nlogn— ©(n)

Vergleichsoperationen (informationstheoretische Schranke)

Untere Schranke fiir die Sortierkomplexitat

» Jeder auf paarweisen Vergleichen basierende
Sortieralgorithmus bendtigt auf Listen der Lange n im
worst-case und im average-case mindestens

log n! ~ nlogn— ©(n)

Vergleichsoperationen (informationstheoretische Schranke)

» In die average-case-Aussage geht der Entropiebegriff der
Informationstheorie entscheidend ein.
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Das Problem k-SAT

» X ={x1,x2,...,Xxn} Menge von a.l. Variablen,

X = {X_]_,ﬁ_Q, ..., Xn} negierte Variablen
L =X UX : Menge der Literale

Das Problem k-SAT

» X ={x1,x2,...,x,} Menge von a.l. Variablen,

X = {X_l,i_z, ..., Xn} negierte Variablen
L =X UX : Menge der Literale

» Klausel: Disjunktion von Literalen

K=0Vi V- -V
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Das Problem k-SAT

» X ={x1,x2,...,Xxn} Menge von a.l. Variablen,

X = {71,§, ..., Xn} negierte Variablen
L =X UX : Menge der Literale

» Klausel: Disjunktion von Literalen
K=0 ViV -V
» AL-Formel in KNF: Konjunktion von Literalen

F=KiANKoA---NK;

Das Problem k-SAT

» X ={x1,x2,...,x,} Menge von a.l. Variablen,

X = {71,§, ..., Xn} negierte Variablen
L =X U X : Menge der Literale

» Klausel: Disjunktion von Literalen
K=0 ViV -V
» AL-Formel in KNF: Konjunktion von Literalen

F=KiANKoA---ANK;

» k-SAT Formel: KNF-Formel mit s < k Literalen pro Klausel

Theoretische Informatik 3 WS 2006,/07
I—Beispiele
LErfiillbarkeit: ein NP-vollstidndiges Problem

Theoretische Informatik 3 WS 2006/07
I—Beispiele
LErfiilll:-arkei';: ein NP-vollstiandiges Problem

Das Problem k-SAT

» X ={x1,x2,...,Xxn} Menge von a.l. Variablen,

X = {X_]_,ﬁ_Q, ..., Xn} negierte Variablen
L =X UX : Menge der Literale

» Klausel: Disjunktion von Literalen
K=0VLlV- VL
» AL-Formel in KNF: Konjunktion von Literalen

F=KiANKoA---NK;

» k-SAT Formel: KNF-Formel mit s < k Literalen pro Klausel

» Entscheidungsproblem: Erfiillbarkeit von KNF-Formeln testen!

Algorithmen flir k-SAT

» Brute-force Methode:
alle 2" Bewertungen der n Variablen testen
— exponentielle Komplexitat
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Algorithmen fiir k-SAT

» Brute-force Methode:
alle 2" Bewertungen der n Variablen testen
— exponentielle Komplexitat
» Bis heute kein effizientes Verfahren bekannt:
zwar ist 2-SAT effizient entscheidbar, aber bereits 3-SAT ist
NP-vollstandig!
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Algorithmen fiir k-SAT

» Brute-force Methode:
alle 2" Bewertungen der n Variablen testen
— exponentielle Komplexitat

» Bis heute kein effizientes Verfahren bekannt:
zwar ist 2-SAT effizient entscheidbar, aber bereits 3-SAT ist
NP-vollstandig!

» Es gibt wesentlich bessere (aber immer noch exponentielle)
Verfahren als die brute-force Methode!



KARATSUBAs Multiplikationsidee (1962)

traditionelle Multiplikation, rekursiv betrachtet 981 x 1234 = (9 x 102 + 81) x (12 x 10% + 34)
—_ 4
981 x 1234 = (9 x 102 + 81) x (12 x 102 + 34) = (9x12) x 10
+((9+81) x (12 +34) — 9 x 12 — 81 x 34) x 10°
— 4
B 9x12x10 + (81 x 34) x 10°
+(9 x 34 + 81 x 12) x 10?
+81 x 34 x 10° = 9x 12x10*

+(90 x 46 — 9 x 12 — 81 x 34) x 10?

1 2
108 x 10% 4 1278 x 10° 4 2754 +81 x 34 x 10°

= 1080000 + 127800 + 2754 _ 108 x 10% 4 1278 x 10% + 2754

= 1210554 = 1080000 + 127800 + 2754

= 1210554

Die “Schulmethode” der Multiplikation am Beispiel 981 x 1234

Die sog. “Russische Bauernmultip

9 x 1234 1110 6
981 x 1234 = ?
8 x 1234 9 8 7 2
981 1234 1234
1x1234 1 2 3 4
490 2468
981 x 1234 7 12105 5 4 245 4936 4936
122 9872
Komplexitat der Schulmethode
61 19744 19744
Die Multiplikation von zwei n-stelligen (dezimal oder binére oder andere 30 39488
Basis) Zahlen erfordert n x n = n? Multiplikationen von Ziffern 15 78976 78976
g 2 . .
(zuziiglich ca. n? Additionen von Ziffern) 7 157952 157952
3 315904 315904
1 631808 631808

1210554




Vergleich der Komplexitat von verschiedenen Multiplikationsalgorithmen
n = Anzahl der Ziffern

“Schulmethode” ¢ - n?
KARATSUBA (1962) cg - nlog23
SCHONHAGE/STRASSEN (1971) ¢z -n-logn -loglogn

n n? nlog23 nlognloglogn
10! 102 38.46 x 10° 19.20 x 10°
102 10* 14.79 x 10% 70.33 x 10
10° 108 56.83 x 10° 13.35 x 108
10* 108 21.87 x 10° 20.44 x 104
10° 1010 84.10 x 10° 28.13 x 10°
106 1012 32.34 x 10° 36.27 x 106
107 10 12.43 x 1010 44.80 x 107
108 1016 47.83 x 10! 53.66 x 108
10° 10'8 18.39 x 10'3 62.81 x 10°
1010 1020 70.73 x 104 72.22 x 1010

Schema fiir die Multiplikation von zwei 2n-stelligen Zahlen

(@x 10" +b) x (¢ x 10" +d) =
axcx10?+ (axd+bxc)x 10" +bxd=
axﬁxsmf?ivx?+5|pxﬁ|@x&xsgixm

wobei a, b, ¢, d n-stellige Zahlen sind
Beobachtung:

zwei 2n-stellige Zahlen kdnnen multipliziert werden, indem man 3 (statt
gen Zahlen ausfiihrt

)) Multiplikationen von n-st:
Folgerung (mittels Iteration dieses divide-and-conquer-Schemas):

zwei 2"-stellige Zahlen konnen mittels
3" (statt 4™ (1)) Multiplikationen von Ziffern miteinander multipliziert
werden.

Die schnellste bislange bekannte Multiplikationemethode von
SCHONHAGE/STRASSEN (1971)
beruht auf der
“schnellen Fourier-Transformation” (FFT)
und bengtigt eine Anzahl von Ziffernoperationen proportional zu
n log nloglogn

fiir die Multiplikation zweier n-stelligen Zahlen
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FIGURE 9.8: Multiplication of k-bit integers in NTL.
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FIGURE 9.9: Multiplication of polynomials of degree n— 1 with n bit integer coefficients
in NTL.
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9.7. Implementations of fast arithmetic
20 T T T T T T
classical
Karatsuba
modular FFT ——
15 | Fermat number FFT ——
%
c
8
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o
o
5 — —
] ] ] ] ] ]
4096 8192 12288 16384 20480 24576 28672 32768

n

FIGURE 9.10: Multiplication of polynomials of degree n— 1 with 64 bit integer coeffi-

cients in NTL.
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FIGURE 9.11: Multiplication of polynomials of degree 63 with k bit integer coefficients in

NTL.



212 8. Fast multiplication
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FIGURE 8.1: An arithmetic circuit illustrating Karatsuba’s algorithm for n = 4. The Shadfad
boxes are Karatsuba circuits for n = 2. A subtraction node computes the difference of its

left input minus its right input.
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214 8. Fast multiplication

classical 1 iteration

2 iterations 3 iterations

ik,
A

4 iterations 5 iterations

FIGURE 8.2: Cost (= black area) of Karatsuba’s algorithm for increasing recursion depths.
The image approaches a fractal of dimension log3 ~ 1.59.
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FIGURE 8.4: A butterfly operation. Flow of control is from left to right, and a subtraction
node computes the difference of its upper input minus its lower input.
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FIGURE 8.5: An arithmetic circuit computing the FFT for n = 8 . . )
FIGURE 8.6: Cost of the FFT for increasing recursion depths. The black area is propor-

tional to the total work.



Notation fiir das asymptotische Verhalten von Funktionen
Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938)

Vorbemerkungen: Professor der Mathematik in Gottingen (1909-1933)

1. Aussagen iiber die Komplexitit von Algorithmen und von Problemen sollen Wichtige Arbeiten zu Zahlentheorie und Analysis (“Analytische Zahlentheorie")
(in der Regel) unabhangig von speziellen Maschinenmodellen und speziellen
Eigenschaften eine Implementierung, ebenso von technologischen Details

2. Bei der Untersuchung von Komplexitatsfunktionen interessiert nicht so sehr
der exakte Werteverlauf einer Funktion f : N — R, sondern deren
“Tendenz", d.h. das Wachstumsverhalten (asymptotisches Verhalten) fiir
wachsendes Argument

www.math.uni-goettingen.de/Personen /Bedeutende_Mathematiker/landau.html

c, &(n) ' - cg(n)
f(n) o)
¢, 8(n)

n

)

0 | n.O
fm) = ©(g(n) £ = 0g(m)



f(n)

g cg(n)

n

0 f(n) = Q(g(n))

Landausche Symbole fiir asymptotisches Verhalten von Funktionen

O(f) = {9g:N—=Ry;3c€R0Ing ENVR €Ny, 1 g(n) <c- f(n)}
g(n) € O(f(n)) : * f(n) ist asymptotische obere Schranke fiir g(n) "
Qf) = {g:N—>R+;ECER>OHnOGNVnENZnO:g(n)Zc-f(n)}
Qo(f) = {9g:N>Ri;3Ic€Rs0Ym eNIn €Ny :g(n) >c: f(n)}
g(n) € Q(f(n)) : " f(n) ist asymptotische untere Schranke fiir g(n) "
O(f) = {9g:N—=Ry;g€0(f)AgeQ(f)}

g(n) € ©(f(n)) : " f(n) hat gleiche Wachstumsordnung wie g(n)

16384 2n n3 n2
4096
1024 — n log,n

256 —

Iog2 n

T
2 4 8 16 32 64 128

o(lf) = {g:NHR+;n1L1205’E77z))=0}
g(n) €o(f(n)) : “g(n) hat kleinere Wachstumsordnung als f(n) "
_ .. (O
w(f) = {g'N_)RJ”nlLHéog(n)_o}
g(n) €w(f(n)) : *“g(n) hat gréssere Wachstumsordnung als f(n) "

: lim M =
fn)~gn) - Jim o=

“f(n) und g(n) sind asymptotisch dquivalent "



Fur Funktionen f,g : N— R

feO(g) & |fl€O(gl)
wobei |f|: N =R, : z — |f(x)]

Ebenso fiir die anderen Landauschen Symbole.

8. f€O0(g) = geQ(f)und f €olg) = gecw(f)

9. feQg) = f €y

10. f € Qx(g) # f € Qg)

11. Transitivitdt: f € O(g) Ag € O(h) = f € O(h) fir O € {0,9Q,0,0,w}
12. feQu(g)Ng € Q(h)#A f € O(h)

13. fL€O0(g) N f2€0(9) = f1+ f2 € O(g)

14. falls g nur endlich-viele Nullstellen hat:

f€0(g) & JeceRyy: limsupM <c
n—oo  g(n)

15. falls g nur endlich-viele Nullstellen hat:

f(n)

few(g) & JceRyp: liminf —= > ¢
2 o)

11

Rechenregeln

1.
2.
3.

Das Wachstumsverhalten (asymptotisches Verhalten) einer Funktion f : N — N

Vk, L €N : k> = neo(nk)
Vi, L €N : k> L= nF+ntcOnF)
fiir Polynome p(n) = Zf:o pin' mit pr > 0, £ eine Konstante
(L[>, <,=,><]k = pn)e [0,906,0,v] (nz)
Vk €N : nkF € o(27)
Logarithmen zu verschiedenen Basen

log,n € O(logyn) (a,b>1)

Vk € NVe € Rsg : log®(n) € o(nf)

. VneN : 2" € o(22")

10

bezeichnet man als

a — konstant, falls f(n) € ©(1)

b — logarithmisch, falls f(n) € ©(log(n))

¢ — polylogarithmisch, falls f(n) € O(log"(n)) fiir ein k € N

d — linear, falls f(n) € ©(n)

e — quadratisch, falls f(n) € ©(n?)

f — polynomiell, falls f(n) € O(n¥) fiir ein k € N

g — superpolynomiell, falls f(n) € w(n") fiir alle k € N

h — subexponentiell, falls f(n) € o(2°™) fiir alle ¢ € Ry

i — exponentiell, falls f(n) € O(2™) fiir ein ¢ € Rsq

12



Haufig in der Informatik:

Abschatzung des Wachstumsverhaltens von Funktionen f(n), die gegeben sind

durch

e Summen, wie z.B.

’I’Ll n n
H,=) = Sp(n)=> i* logn!= logi
harmonische Zahlen Potenzsummen Fakultaten

e Rekursionsgleichungen, wie z.B.

T(n) =T([n/2]) +T(|n/2]) + ©(n) mergesort

T(n)=a-T(n/b)+ f(n) divide-and-conquer

Tn)=Mn-1)+ %zn:T(i— 1)+ T(n—1) quicksort
13

Wichtiges Hilfsmittel zum Abschatzen von Summationen: Integration

Ist fla,b] — R stetig und monoton wachsend, a,b € Z, so ist

b—1 b b
Y0 < [ @i < Y 10

1=a+1

b ,
2./’(!’)5/{[ flx)dx /' fx)dx < /2 70) /1
=a Ja iZatl

15

drei wichtige Beispiele

e harmonische Zahlen H,, =1 + % + % + -+

3=

1
H, ~Inn++v+ — 4+ 0(1/n?)
2n
wobei v = 0.57721 ... (EULERsche Konstante), also H,, € ©(logn)
o Potenzsummen Si(n) = >°7_, j* fir k > —1

nk+1

<
E+1—

Sp(n) <n*1 also Sk(n) € O(nF)

e Fakultaten: STIRLINGs Formel

n\" 1 1
!~ o (14 — + —— +O(1/n
n () Wn(+12n+288n2+ Un))

also logn! € O(n - logn)

14

Anwendung auf die drei wichtigen Beispiele

e harmonische Zahlen H,,
mit f:[1,n+ 1] = R: 2z — 1/z ergibt sich

Inn+1) < H, < 1+1nn

und somit H,, € ©(logn)

16



Zur Abschatzung der Fakultaten:
e Potenzsummen Si(n) mit k > —1

mit f:[0,n] — R:a — 2 ergibt sich n-lnn—n < lnn! < (n+1)In(n+1)—n (n>1)

n\"m" n+1 Lt
( ) < nl < e-
e e

nk+1 ergibt
1 also Sk(n) € Q(nF*1)

Sk(n) >

o

Zusammen mit Sy, (n) < n-nF = nk* ergibt sich Si(n) € O(n*+1)

und wegen e = lim,, . (1 + %)HH

e Fakultaten

. . i n+1
mit f: [1,n] — R: 2z — Inz ergibt sich <”+ 1> ~e also (n+1)"* ~e.pntl
n
Inn! = Zlni > [x-lnx—a:]? =n-lnn—mn+1€Q(n-lnn) Somit ist
=2 (E>n < nl < n( )n
e e
Wegen Inn! <n-lnnist Inn! € O(n - Inn) und somit Inn! € O(n - logn)

STIRLING's Formel macht das noch praziser:

nl ~ \/27?-11(2)
e
oder
logon! = n-logon—144...-n+o(n)

17 18

Eine Anwendung der Stirling-Formel:

¢n = Anzahl der Binarbaumen mit n inneren Knoten
Wieviele verschiedene Binarbaume mit n inneren Knoten gibt es?

n ‘ 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
BNF-Grammatik fur Binarbaume:

|1 1 2 5 14 42 132 428 1430 4862 16796
B=0+(0, B, B)

c100 = 896519947090131496687170070074100632420837521538745909320
O=a&usserer Knoten, (O = innerer Knoten

€1000 =

20461055214680216926425199829978272171792456423390

t ::<<)7t£7tr> 57975844538099572176010191891863964968026156453752
44901575056942859509731816363437015463738066688288
63752033596532433909297174310804435090075047729129
73142253209352126946839844796747697638537600100637
\ 91881932656973098208302153805708771117628577790927
\\ 58696486368748568059565800576731736556668870034939
] 44650164153396910927037406301799052584663611016897
27289330553211629214327103714071875162583981207268

. Lz 5 . g 24643431537929562817485824357514814985980875869986
T ” T ) 03921577523657477775758899987954012641033870640665

444651660246024318184109046864244732001962029120

19 20



Die Zahlen ¢,, heissen CATALAN-Zahlen, zur Ehre von

der zeigte:

Eugene Charles Catalan (1814-1894)
belgischer Mathematiker, Schuler von Liouville an der Ecole Polytechnique
wegen linksextremer politischer Aktivitaten keine akademische Karriere
Lehrer in Chalons-sur-Marne
Beitrage zur Zahlentheorie

C”:ni1<2:>:%

21

Wie gross ist ¢, ?

Einsetzen der STIRLING-Approximation von n! ergibt

Cp =

1
n+1

(

2n
n

)

4n

4’ﬂ

(n+1) vmn

22

e O

ns/z)



Informationen zum quantitativen Verhalten von Algorithmen

1. Laufzeiten von Algorithmen mit verschiedenen Grossenordnungen der
Zeitkomplexitat (gemessen in Anzahl auszufiihrender Operationen bei input
der Grésse n) und bei verschiedenen input-Grdssen.

Laufzeiten von Algorithmen mit verschiedenen Grossenordnungen der Zeitkomplexitat

(gemessen in Anzahl auszufiihrender Operationen bei input der Grésse n) und bei

verschiedenen input-Grdssen.

Annahme: Rechner mit 10 Operationen pro Sekunde.

Annahme: Rechner mit 106 Operationen. pro Sekunde.

2. Bearbeitbare Problemgrosse in gegebener Zeit, wenn der Algorithmus eine H Komplexitat ‘ 1 ‘ logyn ‘ n ‘ nlog,n ‘ n? ‘ n® ‘ 2n H
Komplexitat in einer der angegebenen Grossenordnungen hat. n=10% | ~1us | 6.6us | 0.lms | 0.6ms | 10ms 1s 4% 1044
3.(a) Zeitbedarf in Abhangigkeit von der Komplexitit, wenn man die zu n=10% || ~1ps | 99us | Ims | 9.9ms 1s 16.6m 00
bearbeitende Problemgrdsse verzehnfacht. n=10* || ~ 1us | 13.3us | 10ms | 0.1s 100s 11.5d 0o
(b) Veranderung der bearbeitbaren Problemgrdsse in Anhangigkeit von der n=10° || ~1us | 16.6us | 0.1s 1.6s | 2.7h 31.7a 00
Komplexitdt bei Verzehnfachung der zur Verfiigung stehende Zeit (bzw. n=10° || ~ 1us | 19.9us 1s 19.9s | 11.5d | 31.7 x 10%a )
zehnfacher Taktrate bei gleicher Zeit).
Abkiirzungen: pus = Mikrosekunde, ms = Millisekunde, s = Sekunde, h = Stunde,
d = Tag, a = Jahr.
oo steht fiir Werte > 10190,
1 2

Bearbeitbare Problemgrosse in gegebener Zeit, wenn der Algorithmus eine Komplexitat

in einer der angegebenen Grossenordnungen hat.

e Zeitbedarf in Abhangigkeit von der Komplexitdt, wenn man die zu bearbeitende
Problemgrdsse verzehnfacht.

e Veranderung der bearbeitbaren Problemgrésse in Anhangigkeit von der Komplexitat

H K°mzpe'f:itét H 1 ‘ log,n ‘ n ‘ nlogyn ‘ n? n® 2" H bei Verzehnfachung der zur Verfiigung stehende Zeit (bzw. zehnfacher Taktrate bei
1 Sekunde || oo | oo 10° |63x10°] 10° 100 | 19 gleicher Zeit).
1 Minute || oo | oo | 6x107 | 28 x 10° | 77 x 102 390 25
1Stunde |[ oo | oo |36x10° [ 13x 107 | 60 x 10% | 15 x 10% | 31 H Komp'exitétH 1 \ log,n \ n \ nlogyn \ n? \ n’ \ 2" H
1 Tag 0o | oo | 86x10° |27 x10° | 29 x 10* | 44 x 10% | 36 b ¢t [ 643329 [ 10xt | (10+€)xt | 100x¢t | 1000x ¢ | ¢°
Srbssebel 1l o0 n'o 10xn| (10—¢€)xn|316xn |215xn | n+3.32
3 4




Holzschnitt aus der frilhen Enzyklopadie MARGARITA PHILOSOPHICA von
Gregor REISCH (Strassburg, 1504).

Symbolisch dargestellt wird die vierhundert Jahre wahrende Rivalitat zweier
Rechentechniken:

e Der Abacist (rechts), personifiziert durch Pythagoras, propagiert das
romischen Zahlsystem und die Benutzung des Rechenbretts (abacus) und der
Rechensteine (calculi).

e Der Algorist (links), personifiziert durch Boethius, propagiert das
Hindu-arabische Zahlsystem und die damit einhergehenden Rechentechniken,
die seit dem 12. Jahrhundert durch Ubersetzungen arabischer Lehrbiicher (vor
allem: al Khwarizm) in Europa bekannt wurden.

e Zentrale Figur ist die Arithmetik, eine der sieben freien Kiinste im Rahmen
der mittelalterlichen Universitatsbildung.

e Zu Beginn des 16. Jh. hat sich die neue Rechentechnik durchgesetzt.

I

"MukaMmed
S\anbXoPesml

Abt Ja'far Muhammad ibn Musa al Khwarizmr (etwa 780 - etwa 850)
muslimischer Mathematiker am “Haus der Weisheit” in Bagdad

o Al kitab al-mukthasar fi hisab al-jabr w'al-mugabala (etwa 830)
[Das umfassende Buch vom Rechnen durch Erginzung und Ausgleich]
das erste Buch iiber Algebra: Lésen von linearen und quadratischen
Gleichungen
lateinische Ubersetzungen im 12. Jh.

o Algoritmi de numero Indorum (etwa 820)
arabisches Original nicht erhalten
lateinische Ubersetzungen im 12. Jh.
Dixit Algoritmi . ..

e weitere Biicher zu Astronomie (Sindhind zij), geografische Vermessung,
astronomische Gerate, Kalender, ...




Al-Khwarizmi und das “indische” Zahlsystem

When | consider what people generally want in calculating, | found that
it always is a number. | also observed that every number is composed of
units, and that any number may be divided into units. Moreover, | found
that every number which may be expressed from one to ten, surpasses
the preceding by one unit: afterwards the ten is doubled or tripled just as
before the units were: thus arise twenty, thirty, etc. until a hundred: then
the hundred is doubled and tripled in the same manner as the units and
the tens, up to a thousand; ... so forth to the utmost limit of numeration.

(Beginn der Algebra, iibersetzt und herausgegeben als Mohmmed Ben Musa's
Compendium on Calculating by Completion and Reduction von Frederic ROSEN,
London, 1831 — Nachdruck Frankfurt, 1997.)

Leonardo von Pisa (1170-1250, Fibonacci = filius bonaccii)

FIBONACCI publizierte nach seinen Studienreisen in Nordafrika 1202 das Buch
Liber abaci, mit dem er die arabischen Zahlzeichen (bisweilen auch als algorismen
bezeichnet), das Hindu-arabische Positionssystem und damit verbundene
Rechentechniken in Europa bekanntmachte. Das Buch war sehr popular und
wurde vielfach kopiert und imitiert. Rechentechnisch geht er bis zur Behandlung
von linearen Gleichungssystemen.

Der zweite Teil von Liber abaci ist eine Sammlung von kaufmannischen
Problemen, wie man Preise und Profite berechnet, Wahrungen umrechnet etc.
Viele Probleme sind chinesischen Ursprungs.

Die beriihmten FIBONACCI-Zahlen erscheinen im dritten Teil des Liber abaci im
Rahmen folgender Problemstellung:

Ein Mann setzt ein Kaninchenpaar in einen von einer Mauer
abgeschlossenen Bereich. Wieviele Kaninchenpaare kann man aus diesem
einen Paar innerhalb eines Jahres erzeugen, wenn jedes Paar innerhalb
eines Monats ein neues Paar erzeugt, das vom zweiten Monat an
fruchtbar wird?

Die so erzeugt Folge (1,) 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ... tritt an vielen Stellen in
den verschiedensten Bereichen von Natur, Wissenschaft und Kunst auf.




1. k>£>0=n’co(nF) 3. p(n) = Zf:opi n’ mit p, # 0 = p(n) € O(n¥)

¢
1
lim no_ lim —— =0 Ip(n)| =

n—oo n n—oo nk—*

2. k>£>0=n*+nf cOnF)

k
< Z |pi| n’
< max |pz Z n'

nk <nkF+nt = n*+nfeQnb)

nF+nf<2.nF = nF+nlcOnF) Osisk 0<i<k
nFtl 1
< 1), — ©
< goax (ed) - ——
< 1) -2-nF (falls n > 2
< @ax (lpi])-2-n" (fallsn >2)

p(n) € O(n*)

4

! 2
4. p(n) = Y5 o pint mit p, > 0 = p(n) € Qn*) 5. n¥ = 0(2") (k € N)
Vn,leN Inn < n + ¢
. - e < L
p(n) = pkn’“+2pmz . ]
k—
1 i . ) . N
i ( % ) Jm ok logn ) 2 Jim (2% (g +48)) = Jim (5 -84%) =0
li <2lnn
1 %
k
Di k—1 lim Tli = lim 2k~logn—n =0
> — - L2 I T WS Jim o5 = lim
n 0<Z<k Pk
> *pknk fiir n > 4 - max

2

= p(n)e Q(nk)



6. log"n =o(nf) (¢>0,k € N)
Fall k=1
1 -In2
logn i /(n-1n2)

n—oo NS¢ n—oo €-nfl
Fall & > 1 (Induktion)

1
n

. loghn 1 .. k-log"'n.
lim = 1

=—— lim T
n—oo nNE In2 n—oo €N

7. 2" € 0(22") (aber: n ¢ o(2n))

8. Ovs. Q o0vs. w

9. Transitivitat (O € {0,0,0,Q,w})

f€0(@NgeOh) = feO(h)

10. Additivitat (O € {0,0,0,,w})

feOMNgeOh)= f+geO(h)
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Asymptotische Notation Einige niitzliche Formeln
________________________________________________________________________________________________________________________________|

Landaus asymptotische Notation Geometrische Reihe

n 1_an+1

O,Q, o,w’@,m Zak _ H—a fallsa;é 1
o n+1 fallsa=1
» wird vorausgesetzt

» siehe Folien auf webseite Bl BT el (e el SIS i

» oder einschlagige Literatur (z.B. Cormen, Leiserson, Rivest) A+X+X24+ X3+ X1 -X)=1- X"

(=] = = = = a &5 = = =
¥ ____________________________________________________________________________________________________|
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Einige niitzliche Formeln Einige niitzliche Formeln

Anwendung: das Master-Theorem

fur  divide-and-conquer-
Rekursionen (einfachste Version)

Die geometrische Reihe

Die Loésung der Rekursion
n
f:ak _ konvergiert gegen ﬁ fir o] <1 T(n)=a- T(B) +c-n T(1)=d
k=0 divergiert fir [a = 1 mit a,c,d € R-g, b € Ny verhilt sich so:
©(n) fallsa< b
T(n) € ¢ ©(nlogn) fallsa=5b
O(n'&»?)  falls a > b
: Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06
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Einige niitzliche Formeln

Einige niitzliche Formeln

Zum Beweis: man lasst sinvollerweise die Rekursion tiber Potenzen von b
laufen. Mit n = b¥ und t, := T(b¥) erhilt man

tk:a-tk_1+C'bk (k>0),t0:d

Dies ist eine inhomogene lineare Rekursion erster Ordnung fiir die
(tk)k>o0-
Riickwartsentwickeln der Rekursion (Induktion!) liefert

tr=a" tig+c- (a7 + a2 + -+ 2%B%) (0<<k)

und somit fiir £ = k:

b=ttt b ((;)k‘u E e (g)")

a\k
_ ak-d+c-bk-11£3) falls a # b

Damit ist
£B bk falls a < b
ty ~ c-k-b¥ falls a = b
(d+ £b). 2k fallsa>b

Jetzt muss man das nur noch auf die T(n) umformen und dabei
bX = n, k = log, n und a = b'°8>2 beachten.

b*.-d+c-bk-k falls a= b
oy <5 = =, = o 3 = =, =
. __________________________________________________________________________________________________________________________________§ ________________________________________________________________|
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Einige niitzliche Formeln

Binomialformel, Binomialkoefizienten
Fir x € C (allgemeiner: kommutativer Ring) gilt

(14x)" = Z (Z)xk

k=0

wobei (k) _ m

~n(n—=1)(n—=2)---(n—k+1)
k! -

Beachte: n— (}) ist ein Polynom k-ten Grades in n.
Vereinbarung: (}) = 0 falls k < 0 oder k > n.

= F
: Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06

Einige niitzliche Formeln

Einige Formeln

W=(" ()=
)= ()G ()= ()
> ()=~ >k (f) -z
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Bedeutung

» PASCALsches Dreieck

(Omar Khayyam (1050-1123), Yuang Hui (1261),
Chu Shih-Chieh (1303), Blaise Pascal (1623) )
> (7) ist
» die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge
» die Anzahl der Bitvektoren der Lange n mit
HAMMING-Gewicht k

» die Anzahl der diagonalen Gitterwege in einem
k x (n — k)-Gitter

. _________________________________________________________________________________________________________________|]
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A

Abbildung: aus Ssu Yuan Yu (1303) von CHU SHIH-CHIEH

=] =
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Einige niitzliche Formeln
___________________________________________________________________________________________________________________¥ ____________________________________________________________________________________________________|]

Binomialreihe (NEWTON)
Fiir o € C hat die Funktion

x = (14 x)*

die fiir |x| < 1 konvergierende Reihenentwicklung

(1+x)"

wobei

: Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06

Die Binomialreihe ergibt sich als Taylorentwicklung in x = 0 wegen

(£) (47 = ala-Da-2) - (a=n DA+ (R
% <d%>n (14 x)%|x=0 = <i> (neN)

» Fiir « = —1 hat man die die geometrische Reihe.

» Fir a € N bricht die Reihe nach dem Term
Das ist die Situation der Binomialformel.

» Fiir « € C\ N hat die Reihe unendlich viele Terme.

...+ x% ab.
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Absch&tzung von Potenzsummen Abschatzung von Potenzsummen

Beispiele:
Fiir « € R mochte man das asymptotische Verhalten von Potenz- N(N +1)
summen Si(N)=1+4+243+---+N =— 5 € O(N?)
N N(N +1)(2N + 1)
_ 12 2 2 2 3
sa(/v)zzna:1a+2a_|_3a+...+/\/a SG(N)=1"+2"+3"+---+ N° = = € O(N?)
n=0 SS(N) =13 4+234+33+... £ N3 =S5 (N)? c O(N*)
kennen. 1 1 1
SiA(N)=1+=-4+=4+-+— = o(?
1(N) totg Tty € 0(?)
o = = = = =] =) = = e
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sessas sossias
;Esi::étzung von Potenzsummen ;I(J)s(:::étzung von Potenzsummen
I EEEEE—————————

Fiir die Funktion x — x® ergibt das:
» fiir o > 0:

N
Su(N —1) g/ Xy < Sa(N) — 1
1

N N+1
1 —|—/ x%dx < S, (N) < / x“dx
1 1

> fir a < 0:

a a+l  a+2 a a+l  a+2  a+3

N
(0%
Abbildung: Abschitzung durch Ober- und Untersumme Sa(N) =1 < /1 x%dx < So(N —1)

N+1 N
/ x%dx < 5,(N) <1 +/ x%dx
1 1

O

&
I
ul
it

m] = =
. _________________________________________________________________________________________________________________|]
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Absch&tzung von Potenzsummen Abschatzung von Potenzsummen

Beachte N L(NGH ) ezl Beispiele:
/ Sl Y 1 11 g
1 n o = 5_2(N):1+_2+_2+"' _)71'_
22 3 6
Daher 1 1 4
E@(Na+1) fira > -1 5_4(N):1+2_4+¥_|_... — %
Sa(N) < € O(log N)  fiir a = —1
konvergiert  fiir a < —1 (— BERNOULLI-Zahlen und -Polynome)

m] [ = =

: Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06

m] = = =
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Abschitzung von Potenzsummen Abschatzung von Potenzsummen

Folgerung: Ist
Hinweis: eingehendere Untersuchungen fiihren auf RIEMANNs

a(X)=ap+ a1 X + X2+ 4 apXT (am # 0)
Zetafunktion -
1 1 ein Polynom m-ten Grades, so wachst die Funktion
@=> =1l ==
, p
n=1 p prim N
— Zahlentheorie, RIEMANNs Vermutung N — Z a(n)
n=1

: Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06
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Absch&tzung von Potenzsummen

Abschatzung von Potenzsummen

Genauer: es gibt ein Polynom vom Grad m + 1

b(X) = by + b1 X + boX? 4+ - + by 1 X™ L (b1 # 0)
mit
b(X 4+ 1) — b(X) = a(X)
und b(X) ist bis auf die Summationskonstante by eindeutig

bestimmt.

Man schreibt Ab(X) = a(X) (Differenzenoperator). b(X) ist die
diskrete Stammfunktion von a(X).

(] = =

[m]
L]

: Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06
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Der Fall &« = —1: harmonische Zahlen

11 1
Hy=5a(N)=1+5+z+ -+ 5

Man kann zeigen

_ RIS VRIS B R V)]
Hy=v+IN+—+> (-1) dx
0

s ko (W)

mit v = 0.57721 ... EULERsche Konstante.

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Hy|1 3 1 2 137 4 303 701 710 1381
N 2 6 12 60 20 140 280 2520 2520

)
I
[l
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Abschatzung von Fakultdten

Abschitzung von Fakultaten

Integralabschatzung fiir x — In x ergibt

Wie kann man das asymptotische Wachstum der Fakultatsfunktion

N—N=1-2.3.-.(N=-1)-N

beschreiben?

N—1 N N
Zlnng/ InxdeZInn
n=1 1 n=2

und somit

Wichtige Bedeutung:
N! ist die Anzahl der Permutationen von N Elementen.

[xlnx—x]llv <InNI'< [xlnx—x]ivJrl

und das ergibt

NInN—N+1<InN < (N+1)In(N+1)— (N+1)+1
N|0123 4 5 6 7 8 9 10 " FL< i< (N1 In(N A1) = (N + 1) +
NI|1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 und somit
In N1 € ©(N log N) J
=RERT- = = = — - —_—

- - __§F -~ — |
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Abschatzung von Fakultiten Abschatzung von Fakultiten
________________________________________________________________________________________________________________________________|

Zusammen mit

erhalt man

STIRLINGs Formel

n! (n)n 2mn | 1+ L + 1 +
I = — T N [
e 12n  288n2

- (2)@ e

e

Bessere Abschitzungen erhilt man, indem man [ Inx dx mit
Polygonziigen approximiert.

wobei 1/(12n+1) < oy < 1/(12n).

=] = = = = =] =) = = =

¥ ____________________________________________________________________________________________________|
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Abschitzung von Fakultiten Abschitzung von Fakultiten

Eingehendere Untersuchungen fiihren auf die Gammafunktion

(EULER)
o
Folgerung M(z) :/ t*“tetdt (Rz>0)
0
nl ~ (2)n onn Dies ist eine in die komplexe Ebene fortgesetzte Fakultatsfunktion,
€ denn es gilt
log n! = nlogn—1.41...- n+ o(n) Mz+1)=2z-T(z)
also wegen (1) = 1 insbesondere
F(n) =(n—1)! (n€ Nsp)
Gammafunktion und Zetafunktion hdngen eng zusammen.
—_ 4k = = o =) = = =
: Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06
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Abschitzung von Binomialkoeffizienten
I ———————————————————————————,. ' ——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
Einfache Abschatzung fiir Binomialkoeffizienten: I B der der Enirasiennlaton

(%)k (;) (Z) (*S*) (e;kn)k H(x) = —xlogx — (1 — x)log(1 —x) (0<x<1)

erzielt SHANNON eine sehr genaue Abschatzung:

T (o) L0

(ﬁ)k:Z-:---zgg.n—l___n—k—l—l:(n) V8nu An V2mnp
IR wobei 0 < A< lundpu=1-A\

(**) wegen Damit gilt insbesondere:

e300 tn s (1) =09

O
)
I
[l
!

=) = = = =
. _________________________________________________________________________________________________________________|]
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Abschitzung von Binomialkoeffizienten Abschitzung von Binomialkoeffizienten

y Beispiel:

<2n) 22nH(1/2) 4n
6] n)" 1 vy, /7N
27T§(1 — §)2n
061
Anwendung: die Anzahl bindarer Baume mit n inneren Knoten ist
041
1 2n 4"
02 Ch = S e Iy
n+1\n wn3
o [ 04 o8 08 1
’ n|01 23 4 5 6 7 8 9 10
Abbildung: Graph der Entropiefunktion H(x) = —x log x—(1—x) log(1—x) Cn | 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796
(CATALAN-Zahlen)
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LBin'aire Biume, geordnete Baume, Klammersprache (DyCK) LBinére Baume, geordnete Baume, Klammersprache (DyCKk)

» Bindrbiaume
» Definition

B={}+ (O x BxB)

» Klassifikation nach Grésse (Knotenzahl)

» Geordnete Baume
» Definition

B, = Bindrbdume mit n inneren Knoten, ¢, = 5, T = {e}xT* = H‘J{°}X7k _ {<.’ t, b, t) k>0t € T}

) k>0
» Strukturelle Rekursion =

» Kilassifikation nach Grosse (Knotenzahl):
Busi= |t Bk x Bas

0<k<n 7T, = geordnete Baume mit n+ 1 Knoten

» Rekursion der Anzahlen (SEGNER)

n
Cht+1 = E Ck - Ch—k
k=0

L Binsre Biume, geordnete Baume, Klammersprache (DyCK) L Binsre Biume, geordnete Baume, Klammersprache (DyCK)
» Klammersprache (DYCK) » Primitive Klammersprache
» Definition » Definition

P=a-D-bCD

D C {a, b} erzeugt durch cfg D — X|a-D-b-D » Charakterisierung

» Klassifikation nach Wortlange lwl,=|w|p, >0
.=

vwe{a bl i weP o
w € {26} o {W:u-v,v#)\:|u]a>\u|v

D, = {w € D; w| = |w], + |wl, = 2n}
» Charakterisierung » Generierung der DYCK-Sprache D aus P

D="P"= L—lj P* (eindeutig)

k>0

Vw e {a,b}* : weD & wla = wls
w=u-v=lul,>|ul,
» Alternative Grammatik fiir D
» Eindeutigkeit der Zerlegung

D—\P-D

D\{A\}>w=a-u-b-v mituveD P—a-D-b



L Binire Biume, geordnete Baume, Klammersprache (DyCK)

LBin'aire Biume, geordnete Bdume, Klammersprache (DYCK)

> Bijektive Abbildung ® : D — B mit ®(D,) = B, (n > 0)

(N =01
d(a-u-b-v)= (0, d(u),d(w))

(mit u, v € D eindeutig)

» Bijektive Abbildung W : D — 7 mit W(D,) =7, (n > 0)

V(A) = (e)
blanb-auzb- - aucb) = (s, ), (i), -

w1 w2 Wi

(mit wy, wa, ..., wx € P eindeutig)

» Folgerung:
tDp = 4T =§Br=cn (n2=0)

L Binire B3ume, geordnete Biume, Klammersprache (DYCK)

o W(wk))

[llustration der Abbildung ® : D — B

N

b
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L Binsre Biume, geordnete Biume, Klammersprache (DYCK)

lllustration der Abbildung W : D — T

////’F\\\\\\\
- [N ——=
| N
N
I
~— o
Pia | |
s \ | |
- \
o M ° M
N\ N\
/N /N

Beispiel: die zu dem Wort
w = aabaababbbabaabbaaababbb € D>

gehdrenden Baume ®(w) € Bip und W(w) € Tio:



LBin'aire Biume, geordnete Baume, Klammersprache (DyCK)

Beweis der CATALAN-Formel

» Beweisen wird die Rekursionsformel
(n+1)-cp=(4n—2)-chp—1 (n>0)

Daraus folgt per Induktion

4n —2 4n—21(2n—2 1 2n
Crn = G = —— = 000 =
n n+1 n—1 n+1n\n-1 n+1\n

L Binsre Biume, geordnete Baume, Klammersprache (DyCK)

» Die Bijektion:

» sei t € B, und a € E(t)

» sei ¢ € I(t) der Vorgéangerknoten von a in t,
b der Bruderknoten von a in t,
tp, der Teilbaum von t mit Wurzel b

» entferne a aus t und ersetze ¢ durch tp:
dies liefert t' € B,_1 und b € I(t) U E(t)

» Bild von (t, a) unter dieser Abbildung ist (t',b,r) mit r =L
bzw. L = R, je nachdem, ob a linker oder rechter Nachfolger
von ¢ war

> diese Konstruktion ist eindeutig umkehrbar

LBinére Baume, geordnete Baume, Klammersprache (DyCKk)

» Beweis der Rekursionsformel durch Konstruktion einer
Bijektion zwischen

Xn={(t,a); t € By,ac E(t)}
mit X, = (n+1) - ¢, und
Y, ={(t,b,r); t€Bp_1,be E(t)UI(t),r € {L,R}}

mit §Y, =2(2n—1) - cp—1

LBinére Biume, geordnete Baume, Klammersprache (DyCK)

[llustration der Bijektion
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L Hamming-Geometrie

Hamming-Geometrie der Bitvektoren

B = {0,1} mit den Operationen
» A = Konjunktion (“und")
» V = Disjunktion (“oder")
» — oder — = Negation (“nicht”)
ist die zweielementige boolesche Algebra.
» (B, ®,0) mit & = EXOR ist eine kommutative Gruppe.

» (B,®,A,0,1) ist ein Ring (boolescher Ring)
und ein Korper (F»).

L Codes

L Hamming-Geometrie

» Fira= (a1, ay,...,an) € B" bezeichet ||a|| die Anzahl der
Komponenten a; = 1 in a (HAMMING-Gewicht).
» Fiir a,b € B" bezeichnet

d(a,b) = [la @ b|| = [[a|[ + [[b]| =2 [la A b]|

den HAMMING-Abstand.
» Die Funktion

d:B"xB"— {0,1,2,...,n}:(a,b) — d(a,b)
ist eine Metrik auf B", d.h. es gilt fiir a,b,c € B":

d(a,b)=0<a=b
d(a,b) = d(b,a)
d(a,b) + d(b,c) > d(a,c)

Translationsinvarianz: d(a,b) = d(a® c,b® c)

L Codes

L Hamming-Geometrie

B" = {0,1}" : Bitvektoren a = (a1, ap, ..., a,) der Linge n

B" mit den speziellen Elementen 0 = (0,0,...,0),1=(1,1,...,1)

und den komponentenweisen Operationen
» A = Konjunktion (“und")
» V = Disjunktion (“oder")
» — = Negation (“nicht”)
ist eine boolesche Algebra mit 2" Elementen.
» (B",®,0) mit komponentenweisem & = EXOR ist eine
kommutative Gruppe. (NB.a=a @ 1).

> (B",®,A,0,1) ist ein Ring (boolescher Ring) und ein
Vektorraum der Dimension n iiber dem Korper [F5.

» Standardbasis: eX = (0,0,...,0,14,0,...,0) (1 < k < n).

L Codes

L Hamming-Geometrie

r={acB"; [la =k} (0<k<n)

> 1B% = ()
Ge={aeB” [la]| <k} (0<k<n)
HAMMING-Kugel vom Radius kK um den Nullvektor
HAMMING-Kugel vom Radius k um den Vektor a
> V(n, k) =tBZ, = ZJI'(:O (j)

Volumen einer HAMMING-Kugel vom Radius k.
» d(a,b) >k & b¢ S(a) & a¢ Si(b)
» d(a,b) > 2k < Si(a) N Sk(b) = 0



[ Codes

L Hamming-Geometrie

[ Codes

L Szenario der Codierungstheorie

Abschatzung des Kugelvolumens

Sei 0 < A <1/2, also % < 1. Aus

und mit Verwendung der Binomialformel folgt
V(n, An) < A~(1 — y)nl=n < onH)

Zusammen mit der Abschitzung fiir (L/\nnJ) ergibt sich

1
lim —log V(n,An) = H(\)
n—oo N

Diskreter gedachtnisfreier stationarer Kanal

» Daten
» Inputalphabet A = {a1,a2,...,am}
» Outputalphabet B = {by, by, ..., bp}
» Kanalmatrix P =(p;j; 1 <i<m,1<j<n)
mit p;; >0 (1<i<m,1<j<n)und Z1§j<npi,j:1
(stochastische Matrix) ;
» Funktionsweise: wird a; € A gesendet, so wird b; € B
empfangen mit Wahrscheinlichkeit

P(bjla;):p,‘,j (1§i§m,1§j§n)

> fiir N > 1: wird u = (ug, U, ..., uy) € AV gesendet, so wird
v=(v1,v,...,w) € BN empfangen mit Wahrscheinlichkeit
Pvlu)y= J[ Pviluc)=P(vi|u)-P(va|un)---Plvy|un)
1<k<N

L Codes

L Szenario der Codierungstheorie

L Codes

LSzenario der Codierungstheorie

Beispiele

» Bindrer symmetrischer Kanal BSC,
A=B=B={0,1},0<p<1

o[ )
p 1-p

» Bindrer Kanal mit Léschung A=B = {0,1}, B =B U {x},

O<exl1
1—¢ 0 €
P_[ 0 1—¢ 5]

\4

feB"

| D . B
agfeB”

(S ol C Iy B™

Abbildung: Informationsiibertragung liber einen gestorten Kanal
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L Szenario der Codierungstheorie

Nachrichteniibertragung mit BSC

> Quelle (source): Q = (S, m), wobei S Alphabet und
m = (7s)ses Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S.

» Codierung: injektive Abbildung ¢ : § — B”
C = ®(B") : der durch ® definierte Code

» Kanalmodell: die Wahrscheinlichkeit, beim Senden von a € B"
den Vektor b € B” zu empfangen, d.h. dass der Fehler
f = a @ b auftritt, ist

P(b|a) = bin,,y(F) = plfli(1 — p)" Il

» Der Empfanger ist bestrebt, aus der Kenntnis des
empfangenen b € B"” das mit grosster Wahrscheinlichkeit
gesendete a € C zu ermitteln.

L Codes

L Szenario der Codierungstheorie

Beispiel (1)
> Quelle S ={s1,5,...,88}, s = %(1 <s<8)
» Codierung $;

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8

L T T e
000 100 010 001 110 101 011 111

» Inputalphabet fiir den BSC, ist ®1(S) = C; = B3
» Decodierung Wi(ajaxas) = ajapas, d.h. Vi = idgs

» Die Wahrscheinlichkeit fehlerfreier Ubertragung eines
(aiapa3) € Cist (1 — p)3. N Nachrichten werden mit
Wahrscheinlichkeit (1 — p)3V korrekt iibertragen und
decodiert.

» Es werden keine Fehler erkannt oder korrigiert

L Codes

L Szenario der Codierungstheorie

» Unter der Annahme, dass alle a € C mit gleicher
Wahrscheinlichkeit gesendet werden, d.h. 7(s) = 1/4S fiir alle
s € S, muss man a € C bestimmen, fiir das P(b|a) maximal
wird. (maximum likelihood Decodierung)

» Fir0 < p<1/2gilt
0<j<k<n = p1—p)"7=pa-p)*

» Daraus ergibt sich das Prinzip der minimum distance
Decodierung:

V:B" — C:b+ aecC( firdas d(a,b) = ||a® b|| minimal ist

Ein solches a € C muss nicht eindeutig bestimmt sein!

L Codes

L Szenario der Codierungstheorie

Beispiel (2)
> Quelle S ={s1,%,...,5}, Ts=3 (1 <s<8)
» Codierung &,

S1 So S3 Sa Sy S6 S7 S8

! ! ! ! ! ! ! !
0000 1001 0101 0011 1100 1010 0110 1111

v

Inputalphabet fiir den BSC, ist (S) = C, = {a € B*; ||a|| gerade}

Decodierung

v

ajapas falls ||ajaxasas|| gerade

Vy(a1a2a334) =
2(a1a2a3a4) {error falls ||ajapazaq|| ungerade

v

ajarazas € C wird mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)* fehlerfrei
iibertragen, mit W.keit 4p(1 — p)3 tritt ein 1-Bit-Fehler auf.

v

1-Bit-Fehler werden erkannt, aber nicht korrigiert.
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Beispiel (3)

> Quelle S ={s1,%,...,58}, m1s = %(1 <s5<38)
» Codierung ®3

S1 52 S3 S4 Sg . Sg
l ! ! l ! !
000000 100100 010010 O0OO01001 110110 ... 111111

» Inputalphabet fiir den BSC, ist ®3(S) = C5 C B®
» Decodierung

aiaras falls ajarasz = azasae

V3(ajapazasasap) =
error falls ajaras # asasag

» Es werden viele Fehler erkannt, aber sie kdnnen nicht
korrigiert werden.

L Codes
L Codes

Codes

» Ein (bindrer Block)-Code der Lange n ist eine Teilmenge
C CB".

» Die Minimaldistanz von C ist

dmin(C) = ar’]gieré d(aa b)
a#b

» Die Coderate von C ist
1
R(C) = . log #C

» C ist ein (n, K, d)-Code, falls C C B", 4C = K und
dmin(C) = d.

L Codes

L Szenario der Codierungstheorie

Beispiel (4)

> Quelle S ={s1,s,...,s8}, ms = %(1 <s5<38)
» Codierung ®4

S1 S 53 Sg
| ! | !
(000)2"*1 (100)2"+1 (010)2*% ... (111)%"*!

» Inputalphabet fiir den BSC, ist ®4(S) = C4 C B®"3
» Decodierung

abc falls > n+ 1 Dreierblécke = abc

Vy(ataz...apn43) =
error sonst

» Es werden alle Fehler mit Gewicht < 2n erkannt.
Alle Fehler mit Gewicht < n kdnnen korrigiert werden.

L Codes
L Codes

» Ein (n, K, d)-Code kann e Fehler erkennen, falls e < d ist,
d.h. falls
Vaec(C:Sc.(a)NC = {a}

Ein (n, K, d)-Code kann e Fehler korrigieren, falls 2e < d ist,
d.h. falls

v

Va,bc C mita#b:S.(a)N Se(b) =0

v

Fiir einen e Fehler korrigierenden (n, K, d)-Code gilt die
Kugelpackungsschranke:

K-V(ne) <2 dh R(C)+ H(%) <1

v

Gesucht sind Codes mit hoher Rate und grosser
Minimaldistanz: das sind antagonistische Anforderungen!

A(n, d) : maximales K fiir das ein (n, K, d)-Code existiert.

v
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L Codes
Beispiele
> dmin(Cl) =1, R(Cl) =1
> dmin(c2) =2, R(Cg) = %
> dmin(C3) =2, R(C3) = %
> dmin(c4) =2n+1, R(C4) = 2,&’_1
> A(n,1) =2" A(n,n) =
> A(n,2) =21
> A(3,3) = 2,A(4,3) = 2,A(5,3) = 5,A(7,3) = 16
> A(n,2t +1) < yZ (HAMMING)
A(n,d) < 2=+l (SINGLETON)
A(n,d) > yiog—1y (GILBERT-VARSHAMOV)
L Codes

L Lineare Codes

Es gibt zwei wesentliche Mdoglichkeiten, lineare Codes C C B” zu
beschreiben:

» mittels Generatoren, d.h. durch Angabe einer Basis

gl g2, ...,g" von C, also durch eine Generatormatrix
g,
-
g'k

d.h. es gilt Vc € B":

ceC — IxcB:c=x-G

» Da die Basis eines Vektorraumes nicht eindeutig bestimmt ist,

gibt es auch immer mehrere Generatormatrizen zu einem
linearen Code.

L Codes
L Lineare Codes

Lineare Codes

» (bindrer) linearer Code der Lange n = linearer Teilraum
C CB".
NB: hier gilt
linearer Teilraum = Untergruppe = @-abg. Teilmenge (# ()
» Hat C die Dimension dimC = k, so gilt §C = 2.
Die Coderate ist dann R(C) = £.

n

» Fiir lineare Codes C gilt immer

dmin(c) - OQE\IQC HaH

Man spricht deshalb vom Minimalgewicht.

» Ein linearer Code C C B" mit dimC = k und Minimalgewicht
dmin(C) = d wird als [n, k, d]-Code bezeichnet.

L Codes
L Lineare Codes

» mittels Akzeptoren, d.h. durch Angabe einer Basis
h!, h?, ... h" ¥ des zu C orthogonalen Teilraumes

Ct={beB" : YceC:b c =0},

also durch eine Kontrollmatrix
hl

d.h. es gilt Vc € B":

cecC < H-c!'=0!

» Da die Basis eines Vektorraumes nicht eindeutig bestimmt ist,
gibt es auch immer mehrere Kontrollmatrizen zu einem
linearen Code.



L Codes
L Lineare Codes
Beispiel

» Ein Code C C B* der Dimension 2 sei gegeben durch die

Generatormatrix i i
1 010

c=lo 11 1

oder — gleichwertig — durch die Kontrollmatrix

H =

(1 1 1 0]

0 1 0 1]

Der Code enthalt die 4 Vektoren
0000,1010,0111,1101

Sein Minimalgewicht und der Minimalabstand sind
dmin(C) = 2.

L Codes
L Lineare Codes

» Systematische Codierung

» Bezeichnet E, € B¥*¥ die Einheitsmatrix und ist A € B**(n=K)
eine Matrix, so hat der von

G=[E | A]
erzeugte lineare [n, k]-Code die Kontrollmatrix
H=[A" | E, ]
» Bei der Codierung
B - C:x—x-G=[x|x-A]

ist die urspriingliche Nachricht x im Codewort sichtbar!

L Codes
L Lineare Codes

Beispiel

» Ein Code C C B* der Dimension 3 sei gegeben durch die
Generatormatrix

1
G=|0
0

o = O
= O O

1
1
1
oder — gleichwertig — durch die Kontrollmatrix

H=[1 11 1]

Der Code enthilt die 23 = 8 Vektoren aus B* mit geradem
Gewicht.

0000, 1001, 0101, 0011, 1100, 1010, 0110, 1111

Sein Minimalgewicht und der Minimalabstand sind
dmin(C) = 2.

L Codes
L Lineare Codes

Codierung und Decodierung linearer Codes

» C linearer [n, k, d]-Code mit Generatormatrix G und
Kontrollmatrix H.

» Quelle S = BX
» Codierung mittels linearer Transformation
¢ BB :x—c=x-G
» Tritt bei Ubertragung Fehler f € B” auf, d.h. wirdb=c& f
empfangen, so gilt wegen H - ¢! = 0! und Linearitit:

ss=H-b'=H-c'OoH fl=H- f'

d.h. empfangener Vektor b und Fehlervektor f haben das
gleiche Syndrom st.

» Codevektoren sind Vektoren mit Syndrom 0F.
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Syndromdecodierung

» Mit den genannten Daten G, H, b:

» berechne das Syndrom s* = H - b* des empfangenen Vektors b
» bestimme unter den Vektoren b & C mit dem gleichen
Syndrom s' einen Vektor a mit minimalem Gewicht (der
mutmassliche Fehlervektor)
» UY(b)=bdacC
» Algebraisch gesprochen ist die Menge b & C eine Nebenklasse
(coset) der Untergruppe C von B". Einen Vektor von
minimalem Gewicht (nicht notwendigerweise eindeutig) in
einer solchen Klasse nennt man einen Fiihrer der Nebenklasse
(coset leader). Man spricht deshalb auch von coset-leader
Decodierung. Fiir “kleine” Codes kann man effizient mit
coset-leader Tabellen (Syndromtabellen) arbeiten, d.h. Tabelle
mit (Fehler)Vektor minimalen Gewichts zu jedem mdoglichen
Syndrom.

L Codes
L Der [7, 4, 3]-Hamming Code

Der [7,4,3]-Hamming Code

> In B’ werden folgende Vektoren ausgezeichnet

g’ =17 = 1111111 h® = 07 = 0000000

g' = @jcf1241€’ = 1101000 h' = Bjc 3567y = 0010111
g2 = ®jcpa35€ = 0110100 h? = Bjcrq671ye = 1001011
8> = ®ic(zaye = 0011010 h3 =& (571 25e = 1100101
g' = ®icas7ye =0001101 h* =&;c(6;035e = 1110010
g° = Dic(s61y€ = 1000110 h° = @;c(734y€ = 0111001
g° = @jcq67.21€' = 0100011 h® = Bjc(1 3457 = 1011100
g’ = ®ic(r13y€ = 1010001 h' = B;cn456y€ = 0101110

Beachte: h' =g/ © 17 (0 < i < k)

L Codes
L Lineare Codes

Zur Komplexitat der linearen Decodierung

» Die beiden folgenden Probleme sind NP-vollstandig:

» (LD - linear decoding)
Gegeben: eine Kontrollmatrix H € B™*", ein (Syndrom)Vektor
s € B™ und eine Zahl w € N.
e Gibt es einen Vektor x € B” mit H - x" =s' und ||x|| < w ?

» (EMD - exact minimum distance)
Gegeben: eine Kontrollmatrix H € B™*" und eine Zahl w € N.
e Gibt es einen Vektor x € B” mit H - x* = 0° und x| = w ?

» E.R. BERLEKAMP, R.J. McELIECE, H.C.A. VAN
TILBURG, On the inherent intractability of certain coding

problems, |IEEE Transactions on Information Theory 24
(1978).

L Codes
L Der [7, 4, 3]-Hamming Code

Die FANO-Ebene PG(2,2)

&)

Abbildung: FANO-Ebene



L Codes
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» Eine endliche projektive Ebene besteht aus einer endlichen
Menge von Punkten und einer endlichen Menge von Geraden
und einer Inzidenzrelation ( “liegt auf) zwischen Punkten und
wobei gilt:

> Je zwei Punkte liegen auf genau einer gemeinsamen Geraden

» Je zwei Geraden schneiden sich in genau einem Punkt

» Es gibt vier Punkte, so dass je drei von ihnen nicht auf einer
Geraden liegen

» Zu einer endlichen projektiven Ebene gibt es eine Zahl n, die
Ordnung, so dass gilt:

Jede Gerade enthélt genau n+ 1 Punkte

» Jeder Punkt liegt auf n + 1 Geraden

» Es gibt insgesamt n® 4+ n+ 1 Punkte

» Es gibt insgesamt n? 4+ n + 1 Geraden

v

» Die FANO-Ebene ist eine (sogar die einzige) projektive Ebene

der Ordnung 2, also die kleinstmogliche projektive Ebene.

L Codes
L Der [7, 4, 3]-Hamming Code

» H:={h"; 0<i<7}, G:=HU{g;0<i<T7}
» Fundamentale Beobachtung (FANO-Ebene!):

Zu jedem Paar (i,j) mit 0 < /,j <7 gibt es ein k mit
0<k<7mit:g' @g/ =h¥

» Folgerung: G und H sind unter & abgeschlossen, also lineare
Codes der Lange 7, denn

g ®g =h
gonWw=gaogol =hkap1’ =gk
hl@w:gl@].?@gj@l?:hk
» G und H sind lineare Teilrdume von B,
dimG =4, dimH = 3.

» G ist der [7,4,3]-HAMMING-Code, H der dazu duale
[7,3, 4]-Code.

L Codes
L Der [7, 4, 3]-Hamming Code

Zur Geometrie der FANO-Ebene

» Die FANO-Ebene enthilt sieben Punkte {1,2,...,7} und
sieben Geraden {g!,g?,...,g"}, wobei

gf={kk+1,k+3} (mod7) (1<k<T)

» Die drei Geraden, die durch den Punkt k gehen, sind
gk ght4 gkto (1 < k < 7). Es gilt also
gk @ ghtt @ ghto — 17

» Sind g’ und g/ zwei Geraden, so haben diese genau einen
Schnittpunkt £ und es gibt noch genau eine weitere Gerade
gk, die £ enthilt. Also ist g' ® g/ @ gk =17 und somit

g og =gkl = hk

L Codes
L Der [7, 4, 3]-Hamming Code

» Nachweis der Orthogonalitat von G und 'H
Mit g’ @ b = gk (wie vorher) gilt:
> wegen ||g'|[, "]l € {3,7} und ||W] € {0,4} und
gl = llg' e W] = llg'| + W[l —2-|lg’ AW

gilt || g’ /\'th =0 mod 2, also W.(g)t=0
> wegen |||, [W]], "] € {0,4} und

Ih|| = [Ih" & W] = W] + [W] =2 0" A K|

gilt | AW| =0 mod 2, also W - (h/)t =0

>
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L Der [7, 4, 3]-Hamming Code

» Je 4 linear unabhingige Vektoren aus G bilden eine Basis und
konnen fiir eine Generatormatrix genommen werden, z.B.

gl 1101000
c— g? _ [ 0110100
g3 0011010
gt 0001101

» Je 3 linear-unabhingige Vektoren aus H bilden eine Basis und
konnen fiir eine Kontrollmatrix genommen werden, z.B.

h! 0010111
H=[h?] = (1001011
h3 1100101

Beachte: die Spalten von H enthalten jeden Vektor # 03 aus
B3 genau einmall

L Codes
- Hamming Codes

» Seir>0und n=2"—1. Sei H eine r x n-Matrix, die alle
Elemente von B" (# 0") als Spaltenvektoren enthilt.
» Die Matrix H hat den Rang r, kann also als Kontrollmatrix

eines Codes G der Lange n und der Dimension
dimG =n—r =2"—r — 1 aufgefasst werden.

» Da je zwei Spalten von H linear-unabhingig sind, enthilt G
keine Vektoren vom Gewicht 1 oder 2. Also gilt dmin(G) > 3,
d.h. der Code G ist 1-Fehler-korrigierend.

» Wegen
8G-V(n,1)=2""-(n+1)=2"

bilden die HAMMING-Kugeln vom Radius 1 um die
Codevektoren eine Zerlegung von B, es gilt also dmin(G) = 3
und der Code ist perfekt.

» Dieser [2" — 1,2" — r — 1, 3]-Code heisst (binarer)
HamMING-Code der Ordnung r.

L Codes
L Der [7, 4, 3]-Hamming Code
Eine interessante Eigenschaft

> Wegen dmin(G) = 3 ist der [7, 4, 3]-HAMMING-Code
1-Fehler-korrigierend, die HAMMING-Kugeln vom Radius 1

c@]B%él (ce @)

sind paarweise disjunkt.

» Jede dieser HAMMING-Kugeln enthilt genau V/(7,1) =8
Elemente .
cundcde (1<i<7)

» Wegen
4G - V(7,1) =2*.8 =27 = B’

bilden diese HAMMING-Kugeln eine Zerlegung von B’. Man
sagt: der [7,4, 3]-HAMMING-Code ist ein perfekter Code.

» Perfekte Codes sind extrem selten!

L Codes
- Hamming Codes

Zur Decodierung der HAMMING Codes

v

H Kontrollmatrix des [2" — 1,2" — r — 1, 3]-HAMMING Codes
der Ordnung r.

Die Spalten von H sind genau die Vektoren # 0 aus B".

Zu jedem b € B%~1 gibt es also genau ein 1 </ < 2" — 1 mit
H-bt=H-e', d.h. das Syndrom ist die i-te Spalte der Matrix
H. Dann ist e’ der gesuchte coset leader!

v

v

Decodierung

> empfange b € B? ! und berechne das Syndrom s = H - b’
» U(b) =b @€', wobei s die i-te Spalte von H ist.

v

R.W. HAMMING, Error detecting and error correcting codes,
Bell Systems Technical Journal, 29 (1950).
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L Reed-Muller Codes L Reed-Muller Codes
Reed-Muller Codes > gur m = 0,1,2,... werden Basen G, von B" mit n =27
efiniert:
> Go = {1'}
» Die Abbildung » Gmi1 = pn(Gm x 0") W p,(0" x G,)
, , ={(a,0");a € G} U{(a,a);a € Gy}
pn:B"=B"xB" — B“": (a,b) — (a® b,b) » Eigenschaften:
> 4G, =27
ist linear und invertierbar (p, o p, = id, also p~! = p). » Fiir alle a € G,, ist ||a]| = 2" fiir ein r € {0,1,2,..., m}
> A C B2" linear unabhingig = p,(A) C B?" linear unabhingig > Sei G, ={a € Gpillall =27 "}

Dann gilt G o = {1"} (m > 0) und
Gt = PG % O7) 8 po(07 X Gyi1) (0 1 < m)

also insbesondere

> A Basis von B>" = p,(A) Basis von B*"
» A B C B" linear unabhingig =

— . . 2
pn(Ax0"U0" x B) = {(a,0");a € A}U{(b,b);b € B} C B>" Wi s = £ s+ 8Gmris (0< 1 < m)
linear unabhingig und daher (per Induktion)
» A, B Basen von B" = p,(A x 0"U0" x B) Basis von B?" 4Gy = <m> 0<r<m)
L Codes L Codes
L Reed-Muller Codes L Reed-Muller Codes

» Der (bindre) REED-MULLER Code RM,, , der Lange n = 2™
und der Ordnung r (0 < r < m) ist der von

Beispiele:
gm,Ougm,lu---Ugm,r | g g070 = {1}

erzeugte lineare Teilraum von B". » Gio = {11}

» Eigenschaften G1,1 = {10}
» Inklusion als Teilrdume > Goo = {1111}

{On7 ln} — RMm,O C RMm,l C RMmQ c...C RMm,m —B" 92,1 = {1100, 1010}
. Go2 = {1000}
> rekursive Darstellung
> G3o = {11111111}
RMmi1,r+1 = pn(RMm,r X RMp r41) Gz 1 = {11110000, 11001100, 10101010}

Gs» = {11000000, 10100000, 10001000}
Gs,3 = {10000000}

» Dimension

dim(RM,,) =1+ (T) + <’;’> +ot <T) = V(m,r)
» Minimalabstand: dyin(RMp, ) =2m""



L Codes L Codes
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Andere Formulierung dieser Beschreibung:

Alternative Beschreibung der REED-MULLER Basisvektoren » Es seien Xy, Xa,..., X boolesche Variable.
Fiir n = 2™ werden Vektoren v!, ...  v™ definiert Jede Variable definiert eine (lineare) Funktion
vl :12’”_102"’_1 XkZBm%B : b:(bl,bg,...,bm)i—> by (1 <k< m)
v2 = 127702 112 g2 » Fiir jeden Bitvektor ¢ = (c1, 2, .., Cm) € B™ definiert das
boolesche Monom X; = /\c,:l X; eine Funktion:
vk — <lzmk02mk>2"1 Xe:B™ —B:b= (b1, ba,....bm) > /\ bx
Ck:1
dh. X(b)=1 < c<b
m _ 10)2’"_1 . . .
v ( » Ein boolesches Polynom ist eine Summe von Monomen, also

. , _ durch eine Abbildung p : B™ — B gegeben. Dies definiert eine
Fiir 1 < r < m besteht G, - aus den Vektoren \;_,Vv', wobei A

| e Teil 19 , Funktion
r-elementige Teilmenge von {1,2,..., m} ist. X, :B" - B:b o X.(b)
p(c)=1
LCodes LCodes
- Reed-Muller Codes - Reed-Muller Codes
Zum Minimalabstand (Beweis durch Induktion)
> dmin(RMn—l—l,r—l—l) S 2m=r
» Zu jeder booleschen Funktion f : B — B gibt es genau ein » Ista e RMp,, mit ||a|| =2""", soist (a,0") € RMpi1,r41
boolesches Polynom X, das diese Funktion darstellt: mit [|(a,0")] = 2™~ = 2(mFH)=(r+1)
» Ista € RM,, 11 mit |jal] =271, soist
b € B : £(b) = X,(b) (3,8) € RMpi,ri1 mit [[(a,a)] =2 2m7 -1 = 2(miD)=(r+)
. . > dmin(RMm—i—l,r—i—l) 2 2m=r
(Ring-Normalform von booleschen Funktionen). Firw=(u®v,v) € RMpi1 41 mit mit u € RMp,.,,
» Der REED-MULLER Code R M, , besteht genau aus den V E RMp,+1 und mit w # 027 gilt
Werte-Vektoren » v=0"= u#0" also ||w| = ||(u,0")| = |Ju|| >2m"
Vp = (Xp(b))b - » u=0"= v#0" also
. ) | Iwl| = [|(v,v)| =2 |]v]| > 2+ 2™t = 2m=r
wo p ein boolesches Polynom vom Grad < r ist. » u#0"#vundu=v=w=(0"v) und ve RM,,, also
[wl| = [[v]| = 2m="

»u#0"#vundu#v=udveRM,;, i, also
[w[| = lu@v|[ + |lv[| > 227"t =2m~r



L Codes L Codes
L Reed-Muller Codes LZyklische Codes

Bemerkungen: Die REED-MULLER Codes Zyklische Codes
» gehen zuriick auf die Arbeiten
» 1.S. REED, A Class of Multiple Error Correcting Codes and the
Decoding Scheme, IRE Transactions Inform. Theory (1954).
» D.E. MULLER, Application of Boolean Algebra to Switching a=(a,a...,a,) €C= (a2,a3,...,an,a1) €C
Circuit Design, IRE Transactions Electronic Computing (1954).

» Ein (bin&rer) linearer [n, k,d] Code C C B" ist zyklisch, wenn er mit
jedem Codewort auch dessen zyklische shifts enthilt:

» Die meisten der praktisch verwendeten Blockcodes sind zyklische

» lassen sich elegant und effizient mit majority logic decodieren Codes (z.B. HaMMING Codes, GoLAY Codes, verkiirzte
— dank enger Beziehung zu geometrischen Konfigurationen REED-MULLER Codes, BCH Codes, REED-SOLOMON Codes)
(diskrete euklidische und projektive Geometrie). > Zyklische Codes lassen sich elegant mit Mitteln der

» gehdren, neben den HAMMING und den GoLAY Codes, zu Polynomarithmetik beschreiben, untersuchen und implementieren
frithesten interessanten und niitzlichen linearen Codes. (— lineare Schieberegister)

» fanden breite Beachtung dank ihrer Verwendung in Projekten > Effiziente Codierungsalgorithmen benutzen lineare Schieberegister;
des NASA (1969-1976), z.b. der [32,6, 16]-Code RMs 1 im effiziente Decodierung beruht auf Polynomarithmetik (euklidischer

. . ; i [
MARINER-Projekt. — E.C. POSNER, Combinatorial Algorithmus!)

Structures in Planetary Reconnaissance, in: H.B. MANN
(ed.), Error Correcting Codes, Wiley (1968).

> sehr lange zyklische Codes sind nicht besonders gut im Sinne der
asymptotische Schranken, bessere Codes (z.B. Goppra Codes)
erfordern aber einen viel hGheren mathematischen Aufwand!

L Codes L Codes
LAsymptotische Aussagen LAsymptotische Aussagen
» A(n,d) : maximales K, fiir das ein (n, K, d)-Code existiert Asymptotische Aussagen
» obere Schranke (PLOTKIN-Schranke)

» Sei 0 < § <1 und R(§) die maximale Rate, die asymptotisch
fir 2d > n fiir Codes der Lange n mit relativer Minimaldistanz § = d/n
erreicht werden kann. D.h.

2d
A(n,d) <
(7)—2!

—n

» Beweis: fiir einen (n, K, d)-Code C gilt 1
R(6) = limsup = log A(n, d - n)

KK-1) 1 K> o
R S il <n. AK — k) = pn. —
d 5 <3 E d(a,b) <n 1rSnkanKk (K—k)=n 2 .
a,beC Dann gilt
» untere Schranke (GILBERT-VARSHAMOV-Schranke) » (PLOTKIN)
2[7
Aln,d) > —— <1-2.5 falls0<5<1/2
,d) > — R(5
V(n,d —1) (9) { —0 falls 1/2 <6 <1

» Beweis: Ist C ein (n, K, d)-Code, so gilt wegen der Maximalitat

: » (GILBERT-VARSHAMOV)
von K:

B" C LGJCSdl(a) R(0)>1—H() (0<46<1/2)
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L Codes
LAsymptotische Aussagen

Beweis der asymptotischen PLOTKIN-Schranke

» Ist C ein (n, K, d)-Code, so kann man daraus fir r =1,2,. ..
einen (n — r, K, d)-Code C, konstruieren mit K, > K/2".

» Fir n—r =2d — 2 erhidlt man nach PLOTKIN:

2d

K
— < < _
2’_ﬁcr_2d—(n—r)

=d, also K<d-2"
» Daraus folgt mitd =6 -n

1
R(6) < limsup = - log(8 - n - 2M—20:1+2)
n

n—o0
— Iim C%5+k%”+1—2&+2)
n— o0 n n n

=1-26

Beweis der asymptotischen GILBERT-VARSHAMOV-Schranke

» Aus der asymptotischen Abschitzung des Volumens von
HAMMING-Kugeln folgt sofort:

R(5) > lims ! lo _r
- n_>oL<l,pn gV(n,<5-n)
=1-— lim 1-IogV(n,é-n)

n—oo N

=1 H(5)

I—Codes
L Asymptotische Aussagen

I—Codes
LAsymptotische Aussagen

0,6
Rate k/n |

0,4

0,2

relative Minimaldistanz d/n

_— Gilbert-Varshamov-Schranke

—_— Plotkin-Schranke

Abbildung: Asymptotische Schranken fiir Codes

» Es gibt neben der GILBERT-VARSHAMOV-Schranke und der
PLOTKIN-Schranke noch viele weitere Schranken, vor allem
obere (HaAmMING, EL1AS, MCELIECE, ...).

» Die GILBERT-VARSHAMOV-Schranke war von 1952 bis 1982
die beste bekannte untere Schranke! Erst dann gelang es
TSFASMAN, VLADUT, ZINK mit Hilfe von GoppPA-Codes
(1977 erfunden) Codes zu konstruieren, welche die
GILBERT- VARSHAMOV-Schranke (ibertreffen.

» Literatur

» D. WELSH, Codes and Cryptography, Oxford UP (1988).
» F.J. MacWiLLiAMS, N. J.A. SLOANE, The Theory of
Error-Correcting Codes, Elsevier (1997).



Lexicografische Ordnung und Grossenvergleich
Notation
- B=1{0,1} : "bits", B" : bitstrings der Lange n, induktiv definiert durch
B ={e}, B! =8B, B""' =B-B" (n>1)
— bitstrings endlicher Lange
B =B B =B
n>0 n>0
Langenfunktion B = N : |a| =n < a € B" (n > 0)
— Konstruktoren head und tail
h:B" — B, t:B" — B* definiert durch: h(a)-t(a) = a (a € B")
— Interpretation als Binardarstellung natiirlicher Zahlen

val: B" — N:ar if |a| = 1 then a else h(a) - alt(a)l 4 val(t(a))

Kosten des lexicografischen Grossenvergleichs lex,,
Anzahl der Vergleichsoperationen
Vi : B"xB" — N : (a,b) + auf bit-Ebene

fiir die Berechnung von lex,(a,b)

e im best case
min Vi(a,b) =1
(a,b) € B" x B"
e im worst case
max Vala,b) =n

(a,b) € B x B"

e im average case

e lexicografische Ordnung auf B" (n > 0)

lex’” : B'ﬂ X Bn — {CL <le$ 77’ “ :lez 777 “ >lel‘ ”} :

if h(a) < h(b) then “ <jey ”
(a.) elif h(a) > h(b) then “ >, 7
a,b) —

2

if n =1 then “ =,

else lex,_1(t(a),t(d))

else

e lexicografische Ordnung und “natiirliche” Ordnung auf N:
— die Abbildung val definiert eine Bijektion zwischen 5" und [0...2" — 1]
mit
a<iex b < val(a) < val(b)

(und entsprechend fiir =;.,, und >.,)

rekursives Verhalten:
Vi(a,b) =1 (a,b) e Bx B

1 falls h(a) # h(b)

Vas1(a,b) = 1+ Vo (t(a),t(b)) falls h(a) = h(b)

(a,b) € B"T! x it

Folgerung: fiir XV, = E(a b) € B x B" V,.(a,b) gilt
YXVip1=2- Z(m b) c B" x B" 1+2- Z(ab) c B" x Bn(l + Vn(a,b))
=9. (ﬁB")Q +92. (ﬁBn)Z +92. E‘/n
=4t L 2.3V,

Daher gilt
— XV 13XV, 1 —
Vn+1: qnt1 :1+§4n :1+§Vna Vlz1
und somit .
Vn—2—2n_1, d.h. V, ~2



Maximumsuche in einer Liste:
Analyse des Algorithmus maxfind

Problem: In Liste A[l..n] der Linge n, mit Ali] € Z (1 < i < n) das

maximale Element mittels paarweiser Vergleiche bestimmen.

(Natur der Listenelemente ist irrelevant: es kdnnte sich genauso gut um Elemente
irgendeiner total geordneten Menge handeln.)

Algorithmische Idee: Liste von links nach rechts durchlaufen, jeweils das
grosste der bisher gesehenen Elemente mit dem
nachsten vergleichen

Maple-Programm

maxfind := proc (A:list(integer))
local length, maxim;
length := nops(A);
if length = O then RETURN(NIL) fi;
maxim := A[1];
for j from 2 to length do
if A[j] > maxim then maxim := A[j] fi; od;
RETURN (maxim) ;

end;
relevante KostenmaBe
e Anzahl der Vergleichsoperationen
if A[j] > maxim
e Anzahl der Wertzuweisungen

maxim := A[j]

Beispiel

Alil \33 12 57 61 44 28 61 72 49 93 12 66
maxim‘33 33 57 61 61 61 61 72 72 93 93 93

Offensichtlich:
e minimale Anzahl der Vergleichsoperationen die auf einem input A[l..n] ist

nur von der Lange n von A[l..n] abhingig und betragt n — 1.

e Anzahl der Wertzuweisungen ist dagegen auch von der relativen Grosse (der
Anordnung) der Listenelemente anhingig.
Wertzuweisung maxim := A[j] wird genau fir diejenigen Werte j
ausgefiihrt, fiir die A[j] grosser als alle A[i] mit 1 < i < j ist.

Definition: lrm(A) = Anzahl der Links-Rechts-Maxima von A:

Irm(A) :==t#{1 < i <length(A) ; V5 <i: A[j] < A[]]}

Beispiel
lrm([33,12,57,61, 44,28, 61,72,49,93,12,66]) = 5

Die (Zeit-)Komplexitdt von maxfind kann man (uniform) ansetzen als
Thaxsina(A) = co + ¢1 - length(A) + co - lrm(A)

mit “Implementierungskonstanten” cg, c1, ¢y




Das schlechteste, beste und das mittlere Verhalten von maxfind auf Listen

gegebener Lange n:

Terina(n) = max{Thaxsina(4) ; length(A) =n}
T (n) = min{Tharsina(A) ; length(A) = n}
Toera(n) = “Mittelwert” {Thaxsina(A4) ; length(A) = n}

e worst case
All] < A2l < A[3] < -+ < A[n] mit n — 1 Wertzuweisungen
® best case

All] = max{A[i] ; 1 <i<n} mit 1 Wertzuweisung

Also

Thagina(n) = cotcr-n+c-(n—1)
Tx?:;find(”) = Ccot+cr-n+c

Aber was ist 1275 .(n) ?

maxfind
Antwort auf Frage nach dem mittleren Verhalten bei inputs der Lange n bendtigt
“stochastisches Modell”, d.h. eine Annahme dariiber, mit welcher
Wahrscheinlichkeit p,, ;. das Ereignis lrm(A) = k bei (den unendlich vielen
verschiedenen) inputs der Lange n auftritt.

Permutationsmodell:
bei Listen der Lange n sind alle n! verschiedenen
relativen linearen Ordnungen (Permutationen) der
Listenelemente gleichwahrscheinlich.

5 6
S,, : Menge der Permutationen der n Elemente [1..n] = {1,2,...,n}
Jede Permutation o € &,, wird identifiziert mit der Liste Beispiel n — 3 und 1 — 4
[0(1),0(2),...,0(n)] dh. mit oc=0c102...0, S, S,
Es sei nun o 1lrm(o) o 1lrm(o) | o 1lrm(o)| o 1lrm(o)| o 1lrm(o)
. . 123 3 1234 4 1243 3 1342 3 2341 3
Sn.k = Anzahl der Permutationen o € &,, mit lrm(o) =k (1 <k <mn)
213 2 2134 3 2143 2 3142 2 3241 2
Permutationsmodell quantitativ 132 2 1324 3 1423 2 1432 2 2431 2
1 312 1 3124 2 4123 1 4132 1 4231 1
Pn.k = I Sn,k (1 < k < 71)
n: 231 2 2314 3 2413 2 3412 2 3421 2
321 1 3214 2 4213 1 4312 1 4321 1
7 8




Tabelle der Werte s, ;, und lrm(n) =3, k- s, flir 0 <k <n <6

Im Permutationsmodell ist

lrm(n)

Tt an) =co+ci-n+co- |
n!

maxfind

n\k |0 1 2 3 4 5 6/]lrm(n)|lrm(n)/n! wobei n
0 1 0 lrm(n Z lrm(o) = Z k- sk
ce6, k=1
1 0 1 1 1
5 Der Vergleich der Beispiele n = 3 und n = 4 und die Tabelle suggerieren
2 [0 1 1 3 5=15
1 _
310 2 3 ! H ¢ = 1.8333... lrm(n+1)=(n+1)-lrm(n) + n!
30 _
4 |0 6 11 6 1 50 51 = 2.08333. .. iy trm(n+ 1) Irm(n) 1
5 10 24 50 35 10 1 274 %—228533... o (n+1)! Y n+1
6 |0 120 274 225 85 15 1| 1764 | 181 =245 Irm 11 1
N ° 720 und damit (Induktion) Mn(n): H,=14+_-+-4+--+—
n! 2 3 n
Das gilt in der Tat !
9 10

Damit ist der Mittelwert E(lrm,,) der Wahrscheinlichkeitsverteilung
lrmy, = (Pn,k)1<k<n bestimmt:

]””71 Zk Pnk = 'ZL Snk— n

Mit einem systematischen Ansatz lassen sich auch andere Parameter, wie etwa die

Varianz, dieser WV leicht bestimmen.

2
. . 1
E(lrm?) — E(lrm,)* = o Z/» “Snk < ’ Z k- sy ;,>
k

Dazu muss man sich die Zahlen s,, ;, ansehen.

Diese Zahlen s,, ; sind in der mathematischen Literatur seit langem bekannt als
die (vorzeichenlosen) STIRLING- Zahlen erster Art — siehe etwa das Buch
Concrete Mathematics von GRAHAM /KNUTH/PATASHNIK.

Sie geniigen der Rekursion

SO,Q = 1
Sp = 0 firk<0<nund0<n<k
Snk = Smigp—1+(n—1)-s,1 fir0<k<n

Diese folgt leicht aus der kombinatorischen Bedeutung.
Wichtig: die Zahlen s,, . haben auch folgende Bedeutung

Sn 1 ist die Anzahl der Permutationen aus &,,, die genau k Zyklen in
ihrer Zyklenzerlegung (Darstellung als Produkt von elementfremden
Zyklen) haben.

11
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Zur genauen Analyse betrachtet man

n

Sp(x) = Z Sk 2"

k=0

Beispielsweise ist
s4(z) = 62 + 1122 + 62° + 2*

Das Interesse an diesen Polynomen riihrt her von der Beziehung

Z k- Sn,k = |:d 571(I):|
’ dx 1

k=0

Die Polynome s, (x) geniigen nun einer sehr einfachen rekursiven Beziehung
(dquivalent zu der obigen Rekursion fiir die s,, 1)

so(x) = 1

sn(x) = (z4+n—1) -sp-1(z) (n>0)

Daraus per Induktion

n—1

sn(@)=[[@+k) (n=0)

k=0

13
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Berechnung des Erwartungswertes fiir [rm,,

n d
Z k- Sn,k = |:dl’ SrL(:I:):|
k=1

k=0
o)
= k:01+k:n!-Hn
wobei L )

die n-te harmonische Zahl ist (das Anfangsstiick der ersten n Summanden der
divergierenden harmonischen Reihe).
Also

E(lrm,) = H,

Die Varianz kann man ganz entsprechend ermitteln.

Zunachst ist

= nl- (H,ZL - H7<12>> +nl-H,

=1

wobei die H7(12) die harmonischen Zahlen zweiter Ordnung sind:

n
1 1 1 1
H(2> = — = 1 — — . s
" ];kz +4+9++712
Mit dieser Bezeichnungsweise ergibt sich also
E(lrm?) — E(lrm,)? = H?-H®Y +H, — H?
= HrL - H,(12)

15
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Es fehlt nun nur noch eine Information liber das Wachstumsverhalten der
harmonischen Zahlen, um diese Analyse des (mittleren) Laufzeitverhaltens von
maxfind abzuschlieBen.

Ein Vergleich mit dem Graphen der Logarithmusfunktion zeigt
In(n) < H, <In(n)+1 firn>1

Der Grenzwert
lim (H, —1In(n)) = v = 0.5772156649. ..

n—oo

ist die Eulersche Konstante.

Eine gute Approximation ist

1 1
H, =In(n)+vy+ —

E’n, .
—— t t 0< <1
2n  12n2 * 120n4 i n

L divergiert, konvergiert die Folge der H,,(L2>:

nn

Wahrend die unendliche Reihe >

o0 2

% — 1.644034068 . ..

-
NH

Alles weitere Wissenswerte liber die harmonischen Zahlen erfahrt man aus Kapitel
6.3 des Buches Concrete Mathematics von GRAHAM/KNUTH/PATASHNIK.
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Permutationen und Inversionen Inversionsvektoren

— L =1Ly, Ls,...,Ly,] Liste von Elementen einer totalgeordneten Menge

— Indexpaar (i,j) mit 1 <14 < j < n ist Inversion von L, falls L; > L, 0 =[01,02,03,...,00] — {(o)=[l1(0),l2(0),L3(0),. .., Ln(0)]

— Beispiel: [101, 115,30, 63,47, 20] hat 12 Inversionen: € Gn ¢i(0) =i <j; 00> 05}
Beispiel:

(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4), (2,5),(2,6), (3,6), (4,5), (4,6), (5,6) 0([5,3,2,4,6,1]) = [0,1,2,1,0,5]

— inv(L) =Anzahl der Inversionen von L
ist ein MaB fiir die “(Un)Sortiertheit” der Liste L
- inv([1,2,3,...,n—1,n]) =0
- inv(n,n—1,n—2,...,2,1]) = (3) — Ln={(l1,02,...,0,); 0< i(0) <j(1<j<n)}
— wie groB ist inv(o) fir 0 € &,, im Mittel? - L, =100..0] x [0..1] X [0..2] x --- x [0.n—=1], 4L, =n!

(o) = (b1(0),...,L,(0) ist der Inversionsvektor (“Lehmer-Code") von o

esgilt 0 < /(o) <j(1<j<n)

o +— (o) ist eine Bijektion zwischen &,, und £,
Wie sieht die Umkehrabbildung aus?

inv(o) = [[€(o)[| = ta(0) + - + Lu(0),  1rm(o) = fHol(0)

1 2
n=1 n=4
i ‘ Ho) ‘ inv(o) ‘ Lru(o) o £(o) | inv(o) | 1rm(o) o £(o) | inv(o) | 1rm(o)
2 tfof o | 1 1234]0000] o0 4 |[3124]|0110]| 2 2
n—
10 R R T
12/ 00| o 2
o1l o1l 1 | 1342/0002]| 2 3 |I3241|0103] 4 P
W3 1423|0011| 2 2 |I3412|0022] 4 2
o | 20) | inv(0) | 1rm(0) 1432|0012| 3 2 |I3421]|0023| 5 2
123l000| o 3 2134|0100 1 3 |4123|0111] 3 1
132]001] 1 9 21430101 2 2 4132|0112 4 1
213|010| 1 9 2314[0020| 2 3 |l4213|0121] 4 1
931|002 2 9 2341/0003| 3 3 |4231|0113| 5 1
312]/011| 2 1 24130022 4 2 |l4312]|0122]| 5 1
321]012| 3 1 2431(0013| 4 2 |l4321]|0123| 6 1




Die Statistiken 1rm und inv fiir Permutationen
— rekursive Struktur von £, : L,41 = L, x [0..n]

— Haufigkeiten
Smp=14{0 €Gpilrm(c) =k} =4{0 € L fol =k} (1<k<n) — rekursives Verhalten von 1rm und inv
ink =40 € S tav(e) = K} = e € Lo 1] =1} O << (3)) ol ffrea 80 B ) 4 ol =0
(€1, €25 oo Ly )|l = [|(€1, L2 oo ) || + £ el =0

— "erzeugende Polynome” fiir die Statistiken
— Rekursion der Polynome

n
Sn(z) = 2Am(0) — ol — Sy ¥
(3) in1(2) = in(2) L +z+ 22+ 42" io(z) =1
i () = inv(o) _ 1l = S~ o*
(%) 0626: ‘ Zez[; v kZ:OZn’km — Produktdarstellung der Polynome
— Beispiele sn(@)=z(x+1)(x+2) - (x+n—-1)
s4(z) = 6z + 1122 4 623 + z* in(@)=(1+a)(1+z+2”)Q+z+2?+2°)--(1+z+---+2")

ia(z) = 1+ 3z + 522 + 62° + 52* + 32° 4 2©

5 6
Beweise fiir die Rekursionsformeln
3 £1,eeln
g (@) = E ZlIt +)ll
L1y rlnt1)E€ELR 41
01,0
Sna1(T) = E : phofrylni1) _ Z 2N n) [+ n s

Crreobni1)EL
A (€1, ln) €Ll g1 €[0..11]

_ fo (€151 8n)+de, 4,0
- Z x _ Z A TP Z 20

(€1,---8n)ELR Lr11€[0..0] 0. e o
4 7"~)‘€n 6a .
= Z ol ). Z o =in(2)-(1+z+a%+ 4"
(€1, €L a€[0..n]
= sn(2) - (z+n)

3
v
==

S
v



Erwartungswert (Mittelwert) fiir 1rm auf &,

e gesucht:

1 §'(1)
ol 2k sk = s(1)

e aus Rekursion: s, (1) = 57,(1) - (1 4+ n) + n!, also

@) " el

e Folgerung:

Erwartungswert (Mittelwert) fiir inv auf &,

e gesucht:

1 Q)
H %:]C-vak—m

e aus Rekursion: i, (1) =4, (1)- (1 +n)+n!- (1 +24---
(

fnp1(D) _ in(1)

1 n(n+1)

1) (D) |

e Folgerung:

i1 Sk
(D) 22
10

n+1 2

+n), also



Sortieren

ist eines der am haufigsten auftauchenden und am besten untersuchten Proleme
in der Informatik (GA)

Literaturempfehlungen:

e D. E. Knuth
The Art of Computer Programming vol. 3 Sorting and Searching (2nd. ed.)
Addison-Wesley 1998

e R. Sedgewick
Algorithms (diverse Ausgaben)
Addison-Wesley (ab 1983)

e Jon Bentley
Programming Pearls (2nd. ed.)
Addison Wesley 1999

Zitat Knuth (Aus TAOCP vol. 3, Einleitung):

Computer manufacturers in the 1960s estimated that more than 25 percent of the
running time of computer were spent on sorting, when all their customer were taken into
account. In fact, there were many installations in which the taks of sorting was

responsible for more than half of the computing time.

From these statistics we may conclude that either

(i) there are many important applications of sorting, or
(ii) many people sort when they shouldn’t, or

(iii) inefficient sorting algorithms have been in common use.

The real truth probably involves all three of these possibilities, but in any event we can

see that sorting is worthy of serious study, as a practical matter.

Even if sorting were almost useless, there would be plenty of rewarding reasons for
studying it anyway! The ingenious algorithms that have been discovered show that
sorting is an extremely interesting topic to explore in its own right. Many fascinating
unsolved problems remain in this area, as well as quite a few solved ones.

From a broader perspective we will find that sorting algorithms make a valuable case

study on how to attack computer programming problems in general...

Wichtige Anwendungen des Sortierens (Knuth)

e Solving the “togetherness’ problem
(siehe z.B. das von Bentley diskutierte "Anagram-Problem")

e Matching items in two or more files
e Seaching for information by key values
Aber auch

e Sorting techniques provide excellent illustrations of the general ideas involved
in the analysis of algorithms — the ideas used to determine performance

characteristics of algorithms so that an intelligent choice can be made

between competing methods.




Beispiel aus den Programming Pearls von Bentley

Vergleich von drei Sortierverfahren in fiinf Versionen

Programm # Zeilen  Laufzeit  Zeit (s) fiir Filegrosse

Das Sortierproblem

e gegeben: Liste [Dy, Do, ..., D,] von Datensétzen
— jeder Datensatz D; hat Schlissel k;
— auf der Menge aller méglichen Schliissel totale Ordnung <

e gesucht: Permutation 7 € G,
(6,, = Menge der Permutationen von {1,2,...,n}) mit

C-code (1) 100 1000 10000
Insertion Sort 1 5 170> 017 17.3 1730 kr-1() <0 S kroagn)  (aufsteigend sortiert)
Insertion Sort 2 7 6 n? 0.06 5.7 570 oder
Quicksort 1 11 63 nlogn 0.05 0.63 7.8 kr—1(1)y >+ > kg-1(n) (absteigend sortiert)
Quicksort 2 20 32nlogn 0.03 0.32 4.3 e stabile Sortierung leistet zusitzlich
System Sort 1 97 nlogn 0.06 1.0 13.6
(ki =k;ni<j) = w(i) <7(j)
5 6
Bemerkungen zum Sortierproblem
Beispiel e Vergleichsfunktion compare auf Schliisseln mit
k= [ 55 41 59 26 53 58 97 93 | —1 fallsz <y
L compare(z,y) =10 falsz=y
kr-x = [ 26 41 53 55 58 59 93 97 | L fallsz>y
wird implizit als gegeben angenommen
o 1 2 3 45 6 7 8 e unterscheide Zugriffsmodi: sequentiell (lineare Liste) vs. wahlfrei (Feld)
o 426135 87 e operiere nur mit Referenzen (Zeigern), nie mit Datensétzen
o 1 2 3 4 5 6 7 8 e Annahme im folgenden: Daten bestehen nur aus Schliisseln, diese sind
I

e~
[\
t
—_
(@
w
oo
\]

natiirliche Zahlen

e relevante Grossen fiir Komplexitat sind: Anzahl der Vergleichsoperationen

(meist), Anzahl der Zuweisungen, zusitzlicher Speicherplatz

e implizite Annahme: Sortieren ohne externen Speicher




Das Prinzip von “Sortieren durch Auswihlen” (Selectionsort):

vor dem i-ten Schritt
1

f sortiert

0 i-1

f unsortiert ————
i len-1 len

¢
L] |

nach dem i-ten Schritt

T 11
KA A A A

f——— sortert ———+——— unsortiert ——

Iterierte Auswahl des kleinsten Elements im unsortierten Bereich und Anfiigen an

den schon sortierten Bereich

\\101\ \115\ \30\ \63\ \47\ \20”

101

[[20 [[[[101] [115] [s0[ [e3 [ [47 ]
101

[[20] [0 J[ro1] [115] [47 [ [e3 ]

101
[[20] [s0] [47] [es[[[[10r] [115]]
[[20] [s0] [47] [es [ [to1]][[115]]
9 10

Sortieren durch Auswihlen — Version fiir Listen (gofer)

selectionSort
selectionSort []

selectionSort ul

select :: [Int]
select [el =

select (u:ul) =

[Int] -> [Int]
=[]
= let (m,1)=select(ul)

in m:selectionSort (1)

-> (Int, [Int])

(e, [

let (m,1l)=select ul

in if (u<=m) then (u,m:1)

else (m,u:1)

Sortieren durch Auswihlen — Version fiir Felder (C)

SELECTIONSORT (int array(], int len)

{
for (int i = 0; ¢ < len; i++)
for (intj=len—1;7>14 j--)
if (arraylj — 1] > arraylj])
swap(arraylj — 1], arraylj));
}
swap(int& a, int& b)
{
inttemp=a; a=»b;, b=temp;
}

11

12




Analyse von Selectionsort

e hier: Komplexitat = Anzahl der Vergleichsoperationen V(1) Das Prinzip von “Sortieren durch Einfiigen” (Insertionsort)

e Bestimmung des kleinsten (grossten) Elements in einer Liste der Linge n

erfordert n — 1 Vergleichoperationen vor dem i-ten Schritt

f sortiert T unsortiert 1
e Bestimmung des Elements in Position i erfordert Minimumsuche in einer Liste 0 J ill i le”-i li”
von n — i Elementen = n —i — 1 Vergleiche (0 <i < n) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | ‘ ‘ ‘
o Gesamtaufwand
f unsortiert —

n—1 n—1 ’17(77 B 1) n f sortiert
Vgel(n) = E n—i—1= E 1= T = (2> c 0(71,2) nach dem i-ten Schritt
1=0 =0

e Selectionsort bendtigt zum Sortieren einer Liste von n Element maximal (),

9 .
also O(n”) Vergleiche (GA Theorem 2.1) Iteriert Element aus dem unsortierten Bereich in den sortierten Bereich an der

richtigen Stelle einfiigen

13 14
[[or]][[1s] [30] [es] [47] [20]]
(o] [ms]]{]30] [es] [47] [20]]
115 Sortieren durch Einfiigen — Version fiir Listen (gofer)
[[so [ [rot] [1ss]][[63 ] [47] [20]] . , _, -
s insertionSort :: [Int]->[Int]
o1 insertionSort [] =[]
[[30 [ 63 [o1] [15]|[[47 [ [20]] insertionSort (e:us) = insert e (insertionSort us)
115
insert :: Int -> [Int] -> [Int]
insert e [] = [el
[[s0] [47] [es] [ro1] [115]][[20 ] insert e (s:sl) | e>s = s:(insert e sl)
| e<=s = e:(s:s1)
N&chste Folie: Sortieren durch Einfiigen — Version fiir Felder (C)
[[20] [30] J47] [63] [1o1] [115]]




INSERTIONSORT (int array(], int len)

for (int i = 1; ¢ < len; i++)
right_shift(array, LinearSearch(arrayl(], ¢, arrayli]), i);

}
int LinearSearch(int array(], int len, int elt)
{
int j =0;
while (j < len && array(j] < elt) j++;
return j;
}

right_shift(int arrayl], int ¢, int r)

int k = arrayr;
for (int j =r; j > ¢; j——) arraylj] = arraylj — 1J;
array[l] = k;

Analyse von Insertionsort
e hier: Komplexitat = Anzahl der Vergleichsoperationen V,,s(n)

e Einfiigen eines Elementes in eine sortierte Liste von m Elementen an der

richtigen Position erfordert maximal m Vergleiche

Fiir das Einfiigen des Elementes in Position i geniigen i Vergleiche
(0<i<mn)

Gesamtaufwand

Vins(n) = ,:z;/ = % = (g) € 0(n?)

Insertionsort bendtigt zum Sortieren einer Liste von n Elementen maximal
(5), also O(n?) Vergleiche (GA Theorem 2.2)

17

18

Verbesserung von Insertionsort durch binire Suche

In einem sortierten (!) Feld der Lange n kann man mittels sukzessivem Halbieren
des Suchintervalls mit maximal [log(n + 1)] Vergleichen die korrekte Position
eines Elementes feststellen (GA Lemma 2.3)

BINARYSEARCH (int arrayl], int len, int elt)
{ /*searchin[l:r—1]%*/
int /=0, r=len;
for (int pos = (+1)/2; £ <r; pos = (L+1)/2)
if (elt > arraylpos|) £ = pos + 1;

else r = pos;

return /;

e Ersetzt man bei Insertionsort den Aufruf von LinearSearch durch
BinarySearch, so erhdlt man ein Verfahren, das mit maximal n - [log(n)]
Vergleichsoperationen fiir Listen der Lange n auskommt

e Allerdings, man hat im worst-case und im Mittel O(n?)
Vertauschungs-/Verschiebeoperationen mittels right_shift auszufiihren!

19

20




Genauere Analyse von Selectionsort und Insertionsort:

e Fiir die Laufzeit spielen nicht nur die Vergleichsoperationen eine Rolle,
sondern auch die Vertauschungen!

e Ein MaB fiir die “(Un)Sortiertheit” einer Liste ist die Anzahl der
“Fehlstellungen” (Inversionen), das sind Indexpaare (i,7) mit 1 <i < j <mn
und k; > k;j

e Im Beispiel: Die Liste
[101, 115,30, 63,47, 20]

hat 12 Inversionen:

(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,3), (2,4),(2,5),(2,6), (3,6), (4,5), (4,6), (5,6)

e Jede Vertauschungsoperation, die in Selectionsort bzw. Insertionsort
ausgefiihrt wird, macht die Anzahl der Inversionen der aktuellen Liste um
genau 1 kleiner, d.h.

Anzahl der Vertauschungen = Anzahl der Inversionen der input-Liste

Folgerung: eine sorgfaltige Analyse von Sortieralgorithmen — insbesondere auch
dann, wenn es um das average-case-Verhalten geht — muss untersuchen, wie sich
die Algorithmen in ihrem Ablauf auf die Anzahl der Inversionen auswirken

Frage: wieviele Inversionen hat eine Liste von n (verschiedenen) Elementen?

. —1
e maximal: MZ)

e minimal: 0

e im Mittel (alle n! Permutationen o € &,, gleichwahrscheinlich): %

Selectionsort und Insertionsort sind u.a. auch deshalb ineffiziente
Sortieralgorithmen, weil sie im average-case O(n?) Vertauschungsoperationen
erfordern

(was nicht heisst, dass sie ganzlich unbrauchbar waren!)

21 22
Ergdnzung : Berechnung von Mittelwerte und Varianz der Inversionszahl
Beispiel n =3 und n =4
- inv, : 6, — [0.. (})] : ¢ — Anzahl der Inversionen von o
S3 64
— g = o € Gy inva(0) =k} (0< Kk < (2)
' o inv(o) o inv(e)| o inv(o)| o inv(o)| o  inv(o)

- In(z) =Y ,ce, #'™9) = Zgi)olk zk 123 0 1234 0 | 1243 1 1423 2 |4123 3
~ 109, (0109 . .. Op_104) + 10V, (00001 ... 0201) = () 213 1 2134 1 [2143 2 | 2413 3 | 4213 4
— fiir 0 = (0105...0,) € G, und 0 < k < ns 132 1 1324 1 1342 2 1432 3 4132 4

10V 11 (0109 .. 0k (N4 1) Ot .. 0n) = inVn(0) + 1 — k 312 2 ||3124 2 3142 3 |3412 4 |4312 5
CT@) =tz 422+ 2™ L) (0> 1), L(x) =1 231 2 |[2314 2 [2341 3 [2431 4 |4231 5

321 3 3214 3 3241 4 3421 5 4321 6

= In(2) =[ljo (L + e+ -+ 277

Liz)=1+20+222+ 23 =14 2)1 4z + 2?)
Li(z) =143z +52% + 62° + 52* +32° + 20 = (1 + =z + 22 +2°) - I3(z)
=(1+2)Q+z+2*)(1+z+22+2%)

23

24




1— Uk
— Definition: [k](x) =1 +a + 2%+ +2F ! = 17T
—x
Tabelle der Werte i, j, und I/, (1) = >, k- iy, fir 0 <k <n <5 — Eigenschaften:
| o K = k= ()
k[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| (1) I(1)/I.(1) KD =142+ +k—1) = (%)
0 |1 0 |2=0=2""0 K7(1) =8 i@ —1) = 2(5)
L1 0 1=0= 1(14_0> - aus I,,(z) = [}_,[k](z) erhdlt man mittels logarithmischer Ableitung
_or _ 22-1)
2 |11 1 | 4=05==5
9 _ 1 r_ 33-1) "
311 2 2 1 9 | 2=15=2C L’,(ILZW(U
41135 6 5 3 1 50 | 12 =3=24"0) Ly(z)~ & [k](x)
= ) 600 _ r __ 5(5—1) n
5 |1 4 8 15 20 22 20 15 8 4 1 600 | 355 =5= I () . I' (z) - (In(r))zz Z k] (z) . k] (2) ([k}/ x))2
In(z)  In(2) In(z) Pt [k](z) [k](z) [k](z)
25 26
Folgerungen
e Varianz
e Erwartungswert
V (inv,)= E(inv2) — E(inv,)?
(3) (5) ’
ZTan k- Zn k _ l 2 o i
, kz[] nl Zk in,k n k In,k
k=0 k=0
I’ k) (1) )
Z il 1 ) n (L)
L) "L \7L.0

DEORNCHONNACION
{H(l) T <m< >> }
| E-D(R-2) k-1 E—1)\7
- { 3 T _< 2 )}
(k= 1)k + 1)

12

n—1)(2n —5)
72

I
207

27

28




Sortieren durch Mischen (mergesort)
Idee:

e Teile die zu sortierende Liste L in zwei (etwa) gleichgrosse Teile Ly, Lo

e Sortiere diese Teillisten unabhingig voneinander durch rekursive Anwendung
der Idee: Ly — Ly, Ly — Lo
(Verankerung: Listen der Lange 1 sind bereits soriert)

e Konstruiere aus den sortierten Liste ﬁl, ﬁz durch Mischen die sortierte Liste
L

Bemerkung: Mischen sortierter Listen braucht zusatzlichen Platz!

MERGESORT (int af], int b[], int £, int 7)

{
if (0<r—1)
int m=((+r)/2;
MergeSort(a, b, £, m);
MergeSort(a, b, m, );
merge(a, b, £, m, r);
copy(b, a, ¢, r);
}
}
merge(int af], int b[], int ¢, int m, int r)
{
for (int i = ¢, int j =m, int k=6 k <r; k++)
if ((j = ) || (i <m) && (ali] < alj]))
b[k] = ali++];
else
b[k] = alj++];
}

copy(int b], int a[], int ¢, int )
{
for (int i =/¢; 1 <r;it++)
ali] = bli];

[ 4]o]e]s]3]9]8]2]1]7]

[alol6ls[3] [o]8]2[1]7]

lol1]2]3[4]s]6][7]8]9]

Zur Analyse

o Das Mischen (merging) zweier sortierter Listen der Léangen m und n erfordert
n +m — 1 Vergleichsoperationen

. Vr{]i‘ﬁge(n) : maximale Anzahl von Vergleichoperationen fiir das Sortieren von

Listen der Linge n mittels (rekursivem) mergesort
e Rekursionsgleichung
k _ yrrek k
Vinerge () = Vinerge ([1/2]) + Vierge(17/2]) + 1 — 1
Viekee(1) =0

merge



Zur Lésung der Rekursionsgleichung fiir mergesort (GA Lemma 2.5) Iterative Variante von mergesort

e Definiere W : [1,00) — R durch Idee:
e Bottom-up merging (ohne die top-down rekursive Aufteilung)
W) 0 firz € [1,2)
1)) = 3 ; i—1 ; ; 5 L gi—1
2. W () +o—1 fira € [2,00) e In deri t.en Phase Illege"n [n/2 4jlsort|erte Listen der Lange width = 2
(davon eine evtl. mit Lange < 2°~') vor

o Esgilt Vyeh, (n) <W(n) e In der i-ten Phase werden sortierte Folgen der Linge 2= durch merging zu
e Esgilt (fiir n € N) W(n) = (n — 1)[logn] (€ O(nlogn)) sortierten Listen der Linge width = 2* verschmolzen
e Folgerung (GA, Theorem 2.6): Rekursives mergesort benétigt fiir das e Nach [logn] Phasen liegt eine sortierte Liste vor

Sortieren eines Feldes der Lange n maximal n - [logn] Vergleiche
e Man kann die Lésung der Rekursion sogar explizit angeben:

rek _ logn
Vmeerge(n) =n- DOgn] - 2r0g 1 +1
Beweis durch (sorgfiltige!) Induktion.
5 6

MERGESORT (int af], int b[], int len)
{
4 65 3|9 8|2 1|7 for (int width = 1; width < len; width x= 2)
width=2° {
m4 516 319 Zﬂ Eﬂ | for (int ¢ =0; ¢ < len; i += 2% width)
v width=2
ola[se] [2[3(s[o]  [1]7] L
v widih=2? nt t=s 4
‘0‘2‘3‘4’5‘6‘8‘9‘ 1j int m = min(len, i + width);
width=23 int » = min(len, i + 2 * width);
‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘ merge(a, b, ¢, m, r);
}
copy(b, a, 0, len);
}
}




Analyse des iterativen mergesort

® Viiclee(n) = maximale Anzahl von Vergleichoperationen fiir das Sortieren von

Listen der Lange n mittels iterativem mergesort

e in der i-ten Phase (1 < i < [logn]) werden [n/2"] Paare von sortierten
Listen der Lange (<)2°! zu Listen der Linge (<)2! verschmolzen — das

erfordert
(] @+ 2 -1 =[] @ -1) <2 +n
Vergleiche
o Insgesamt (GA Theorem 2.7)
_ flogn]
Vierge(1) < Z (28 +n) =n-[logn] + 28"+ 9 < n . [logn] +4-n
i=1



Rekursion fiir mergesort
n n
Vi) = V(D + VI +n—1, V(1)=0
Behauptung
V(n) =n-[logn] —2M°e™ 41

Beweis durch Induktion iiber n

en=1
0=1-[log1] —2Ms!l 11
e n > 1, n gerade, n = 2m
V(n) =V(m)+V(m)+2m—1

V(m
= ( - [logm] — 2“°gm]+1)+2m—1
2m

(Mogm] + 1) —2MeemI+t 41
n - [logn] — 2M°enl 41

e n > 1, n ungerade, n =2m + 1
V(n)=V(im+1)+V(m)+2m
= (m+ 1)[log(m + 1)] — 2M1°8Mm+D1 1 1 4 m[logm] — 2M°e™1 41 4 2m
— 2k < m < 28 = [log(m +1)] = k = [logm], [logn] =k + 1
Vin)=(m+1k—2"+1+mk—2"+1+2m
=(©2m+1)(k+1) - 251 11
= n[logn] —2Menl 1
—m=21=Tlog(m+1)] =k =[logm] +1, [logn] =k +1
Vin)=(m+1Dk—2"4+14+mk—-1) -2 +142m
=(2m+1)(k+1) —2F1 41
= n[logn] — oflognl 4 1



Der Sortieralgorithmus Heapsort

beruht auf einer Idee, wie man Selectionsort verbessern kann:
Information tiber durchgefiihrte Vergleiche bei der Minimumsuche aufbewahren

und das noch mit einer effizienten Datenorganisation

Baume (Terminologie)

Fast vollstandige bindre Baume

Level

Wurzel g Vorganger von W 1

Geschwister von vV Elter von W 2

Kind von v 3

Nachfolgervonv 4

Blatt
Teilbaum
mit Wurzel W

haben die Eigenschaften
e alle inneren Knoten — bis auf héchstens einen — haben genau zwei Kinder

e alle Knoten mit weniger als zwei Kindern befinden sich auf den beiden
Niveaus maximaler Tiefe

e die Blatter auf maximaler Tiefe sind von links nach rechts aufgefiillt




Eigenschaften:

e Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau einen fast vollstdndigen binaren
Baum mit n Knoten

e Numeriert man die Knoten dieses Baumes niveauweise (von der Wurzel
ausgehend) und auf jedem Niveau von links nach rechts aufsteigend
(kanonische Numerierung) mit den ganzen Zahlen von 0 bis n — 1, so gilt:
— der Knoten mit Nummer i hat

* als linkes Kind (falls vorhanden) den Knoten mit der Nummer 2i + 1
* als rechtes Kind (falls vorhanden) den Knoten mit der Nummer 27 + 2
* als Elter den Knoten mit der Nummer | 51|

— der Knoten mit Nummer ¢ hat Tiefe [log(i + 1) ]

e Implementierung mit einem Feld der Lange n
Adressierung mittels kanonischer Numerierung

Heap: Datenstruktur, in der ganze Zahlen (oder Elemente einer total geord-
neten Menge) gespeichert werden und die folgende Operationen zur
Verfligung stellt

e int size(heap h) : Anzahl der im Heap h gespeicherten Ele-
mente

e heap create heap(int array[], int len) : gibt Heap
zuriick, der die im array der Lange len gespeicherten Elemente
enthalt

e delete max(heap h) : gibt maximales Element aus Heap h
zuriick und [8scht dieses

Konzeptuelle Realisierung eines Heaps:

als fast vollstandiger bindrer Baum, in dessen Knoten Schliisselwerte
abgespeichert sind, wobei fiir jeden Knoten gilt:

(HE) Der in dem Knoten abgespeicherte Wert ist nicht kleiner
als die Werte in seinen Kindern




Sortieren mittels Heaps: Heapsort

HEAPSORT (int array[|, int len)

{

heap h = create_heap(array,len);

while (size(h)> 0) output delete_max(h);

Wiederherstellen der HE, falls diese an der Wurzel verletzt ist

REHEAP (heap h)
{
Sei v die Wurzel des Heaps h;
while (Heap-Eigenschaft in v nicht erfiillt)
{
Sei v™ das Kind mit dem groBeren Schliissel;
Vertausche die Schliissel in v und v* und setzte v = v™;
}
}

10

Entfernen des maximalen Elements (Wert an der Wurzel des Heaps) und
Wiederherstellung der HE

int DELETE_MAX (heap h)

{

Sei r die Wurzel des Heaps h und sei k der in r gespeicherte Schliissel;
Sei ¢ das rechteste Blatt im untersten Level;

Kopiere den Schliissel in £ in die Wurzel 7;

Loésche das Blatt ¢ und dekrementiere heap_size;

reheap(h);

return k;

11
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Aufbau eines Heaps aus einer Liste/einem Feld

heap CREATE_HEAP (int arrayl], int len)

{

Konstruiere einen fast vollstandigen bindren Baum H mit len Knoten;
Setze heap_size = len;
Fiille jeden Knoten mit einem Schliissel des Feldes array;
for (( =d(H); t>1; —-)
for each Knoten v auf Level ¢
reheap(Baum H mit Wurzel v);

return H;

13
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Organisation von Heapsort als in-situ-Sortierverfahren:

Vor dem Aufruf von swap(0,/) und reheap(1,0)
F——— Heap-Bereich —+— sortierter Bereich —

Y e
lo]1] L ia| 0[] [n-1]

F—Heap-Bereich —+—— sortierter Bereich ——
Nach dem Aufruf von swap(0,/) und reheap(1,0)

zu sortierendes Feld — Heap im gleichen Speicherbereich — sukzessives Auslesen
des maximalen im (schrumpfenden) Heap verbliebenen Elements mit Aufbau der
sortierten Liste in dem vom Heap freigegebenen Bereich

15
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HEAPSORT (int arrayl], int len)
{  /* create_heap */
for (inti=1len—1;1>0;i——)

reheap(array, len, i);

/* sort elements */

for (int {=len—1;,¢>1; ()

{ /* delete_max */
swap(array[0], array[/]);
reheap(array, ¢, 0);

REHEAP (int arrayl], int len, int 1)

{
inti=r;
int j =2r+1,; /* jis always a child of i */
while (j < len)
{  /* determine larger child */
if ((j +1 <len) && (array[j + 1] > arrayl[j])) j++;
/* is heap-property not fulfilled? */
if (arrayly] > arrayli])
{
swap(arrayli], array(jl);
i=jij=2%j+1;
}
else break;
}
}

17
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Analyse der Komplexitdt von Heapsort

Vreneap(7, 1) = maximale Anzahl von Vergleichen, die reheap auf ei-
nem Teilbaum mit Wurzel ¢ und Knoten < n benétigt

Vereate(n) = maximale Anzahl von Vergleichen, die create heap
bendtigt um einen Heap mit n Schliisseln aufzubauen

VHeap(n) = maximale Anzahl von Vergleichen fiir den Sortiervor-

gang bei einem Feld von n Elementen

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Llog(i+1)]+1

|log(n))+1

19
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Reheap:
Veeneap (1) = 2([logn] — [log(i + 1))

Create:

n—1

Vcreate(n) < Z ‘/reheap(n,l') <...<bn

=0

Sortieren:
n—1

Viteap(n) < Z Vieneap(£,0) < ... < 2nlogn
=1

Zusammenfassung (GA, Theorem 2.8):

Mittels Heapsort kann ein Feld der Lange n in-situ mit hochstens 2nlogn + 5n
(genauer sogar: 2nlogn + Zn) Vergleichen sortiert werden.

Ergdnzende Bemerkungen

e Heapsort bendtigt mehr Vergleiche als Mergesort, aber weniger zusatzlichen
Speicherplatz (in-situ)

e Es gibt Varianten, die noch besser als standard-Heapsort sind (sieche GA)

— CARLSSONs Verfahren: nlogn + nloglogn + O(n) Vergleiche (mittels
binarer Suche)

— Bottom-Up Heapsort: gn logn + O(n) Vergleiche
— Vermutung zu Bottom-Up-Heppsort: im Mittel nlogn + O(n) Vergleiche

21
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Quicksort (C.A.R. HOARE, Computer Journal, 1962)
e Klassisches, sehr beliebtes, weil im Mittel sehr effizientes Sortierverfahren
e In vielen Systemen (UNIX) das Standardverfahren
e Basiert auf “dynamischem” (datengetriebenem) divide-and-conquer
e Wenig zusitzlicher Speicherplatz (O(log® n) bei Listeldnge n)
e Vorsicht: worst-case Verhalten ist ineffizient!
e Paradoxon: worst-case tritt z.B. bei schon sortierten Listen ein

e Viele Varianten und Verbesserungen, um worst-case-Verhalten sehr
unwahrscheinlich zu machen

Die Idee von Quicksort

e Ein “splitter” in einer Liste L[1..n] ist ein Index j (1 < j <n) mit
Vi< j:Lli]<L[j] und VYk>j:L[j] <Lk

e Soll die Liste L[1..n] sortiert werden und ist j ein splitter, so steht L[j]

bereits an der richtigen Stelle: es geniigt also, L[1..5 — 1] und L[j +1..n] zu

sortieren! (divide-and-conquer)

e Die Wahrscheinlichkeit, dass eine (zufillige) Liste einen splitter hat, ist sehr

klein.

e Man muss sich einen splitter durch geeignete (nicht zu teure!) Umordnung
(“partition”) beschaffen

R. SEDGEWICK in Algorithms:
It is tempting to try to develop ways to improve Quicksort: a faster sorting
algorithm is computer science's "better mousetrap”.

Almost from the moment HOARE first published the algorithm, “improved”
version have been appearing in the literature.

Many ideas have been tried and analyzed, but it is easy to be deceived,
because the algorithm is so well balanced that the effects of improvements in
one part of the program can be more than offset by the effects of bad
performance in another part of the program.

A carefully tuned version of Quicksort is likely to run significantly faster on
most computers than any other sorting method.

However, it must be cautioned that tuning any algorithm can make it more
fragile, leading to undesirable and unexpected effects for some inputs

Zur Implementierung und detailierten Analyse:

R. SEDGEWICK, Ouicksort (Diss.), R. SEDGEWICK, Implementing Quicksort
Programs, Communications of the ACM, 1978, J.L.. BENTLEY, M.D.
MCcILROY, Software Practice and Experience, 1993 (— UNIX)

o Einfachste Idee:
— wibhle ein Element der Liste L[1..n], etwa p := L[n], zum “Pivot”

(besser: wahle erst i € [1..n] zufillig, vertausche L[i] <> L[n])
— durchlaufe die Liste L[1..n — 1] einmal und erzeuge durch Vergleich mit p
die Teillisten
% L'[1..j — 1] — enthélt Elemente von L[1..n] die < p sind
% L'[j +1..n] — enthélt Elemente von L[1..n] die > p sind
— mit L'[j] = pist j ein splitter fiir L'[1..n]

o Jetzt rekursive Anwendung auf L'[1..5 — 1] und L'[j + 1..n]



divide-and-conquer-Schema fiir Quicksort

QUICKSORT (int array(], int ¢, int r)

if (£ <)

int pivot = partition(array, ¢,r,r);
if (pivot — 0 < r — pivot)

quicksort(array, ¢, pivot — 1);
quicksort(array, pivot + 1, r);

}
else
{
quicksort(array, pivot + 1, r);
quicksort(array, ¢, pivot — 1);
}
}
}
int partition(int arrayl(], int ¢, int r, int pivot)
{
inti=~¢—-1,j H /* left and right pointer */
swap(array[pivot], array(r]); /* move pivot to the right end */
pivot =13
while (i < j)
do i++; while ((i < j) && (arrayli] < array|pivot]
do j——; while ((j > i) && (array[j] > array(pivot)));
if (i > )
swap(arrayli], array[pivot]);
else
swap(array[i], array(j]);
}
return i;
}

Beispiel

QUICKSORT (int arrayl], int ¢, int r)

if (0<7)

int pivot = partition(array, ¢, r,r);
if (pivot — £ < r — pivot)
{
quicksort(array, ¢, pivot — 1);
quicksort(array, pivot + 1, r);

else

{
quicksort(array, pivot + 1, r);
quicksort(array, ¢, pivot — 1);




int partition(int array(], int ¢, int 7, int pivot)

inti=~0—1,5=r; /* left and right pointer */
swap(array|pivot], array(r]); /* move pivot to the right end */
pivot = r;

while (i < 7)

{

do i++; while ((7 < j) && (arrayli] < array[pivot]));
do j——; while ((j > i) && (array[j] > array[pivot]));

if (i > j)
swap(arrayli], array[pivot]);
else
swap(array(i], array[j]);
}
return ¢;

Zur Struktur des Partitionierens
Notation:
A : totalgeordnete Menge

firae A: Acy ={z € A;z < a}
Aso={z € A;z > A}
Az ={x € Az #a}

fir 0 <i <tA: (f) : i-elementige Teilmengen von A
GS(A) : Permutationen von A (in Listenschreibweise)
Behauptung: fiir jedes a € A definiert partition eine bijektive Abbildung

min(fA<q,tA>q) A A
S(Aza) © 6(Aca) xS(45a) x| ( ) x( )

. 7 1
=0

11

Schema des Partitionierens

ﬁ Pivot

k-1 n-k

10

Beispiel
A ={0..9}, a =4 (als Pivot)
0=13,7,9,1,6,0,8,5,2] € G(Aa)

!
[3’ 27 0’ 1767 9) 87 5’ 7]

!

(cr<a,cr>a,(Aia,A§a)) = (@/O,_ll, [6,9,8,5,7],({0,2},{7,9}))

€6(Acs)  €6(4sa)  g(*54)x(%34)

12



Folgerung:
bei der Abbildung

g = (O'<a, O>a;, (AZm A;a))

min(fA<q,tA>q) A A
6(Axa) © 6(Acq) X 6(Asq) X LZJO ( f) X( ;)

e tritt als o, jedes Element von &(A.,) gleich oft, ndmlich Egﬁj“;i—mal auf

e tritt als 0~ jedes Element von &(As,) gleich oft, niamlich Egﬁi”;i—mal auf

13

Folgerung fiir partition in Quicksort:

e Betrachtet man fiir festes a € A die Permutationen o € G(A,) mit
Gleichverteilung und partitioniert man nach dem Pivot a, so treten in den
Teilen die Permutationen als o0, bzw. o, die Elemente von &(A.,) bzw.
S(A~,) wiederum mit Gleichverteilung auf.

15

Bemerkung

Aus der Bijektivitat der Abbildung folgt mit 4., = s,§4~, = t, also

fAq = s+, dass
min(s,t) s ;
11— gl.¢l.
(s+t)=sl-tl- <Z> (Z)

=0

und daraus schliesst man, dass fiir beliebige s,t € N gilt

s4t)  TREd N

Das ist die beriihmte Identitit CHU- VANDERMONDE.
CHU SHIH-CHIEH, 1270-1330, Precious Book of the Four Elements.

ALEXANDRE-THEOPHILE VANDERMONDE, 1735-1796, Mémoire sur des
irrationnelles de différents ordres avec une application au cercle (1772).

14

V(L) : Anzahl der Vergleichsoperationen zum Sortieren von L = L[1 .. n] mittels
Quicksort

Erinnerung:

partition: L[1..n] — (L'[1..j —1],L'[j +1..n]) falls j = Rang von L[n] in L

Daher

V(L)=n—-1+V(L'[1..5-1])+V(L'[j+1..n]) falls j = Rang von L[n] in L

16



e worst case: Pivot ist Maximum oder Minimum
eine der Listen L'[1..5 — 1] bzw. L'[j + 1..n] ist leer
dh.j=1oderj=n

Tritt dies in jedem Rekursionsschritt auf, so erhdlt man fiir Listen der Lange

n im schlechtesten Fall
Unax () =N — 1 4 Ugax(n — 1) (n > 1)

Unax(1) =0

also Upax(n) = w = 0(n?)

17

Annahme: Permutationsmodell

gleiche Wahrscheinlichkeit = 1/n als Pivot verwendet zu werden

Gleichverteilungsannahme vererbt sich auf Teilprobleme (s.0.)

Folgerung:

V quick(n) = mittlere Anzahl von Vergleichen fiir Quicksort auf Feld

der Linge n
geniigt der Rekursion

3

19

Folgerung: jedes Element der zu sortierenden Menge (n Elemente) hat

unick(n) - % [(n - 1) + unick(k - 1) + unick(n - k)] (Tl Z 2)

e best case: Pivot ist Median

die Listen L'[1..j — 1] und L'[j + 1..n] sind (in etwa) gleich lang,

d.h. j = [2H] oder j = |2 |

Tritt dies in jedem Rekursionsschritt auf, so erhdlt man fiir Listen der Lange

n im besten Fall

—1
Umin(n) =n—1+ Umin([L r

2
vmin(l) =0
also vpin(n) = nlogn + O(n)

18

Losung der Quicksort-Rekursion:

n 1 .
qulck ; ﬁ n - ]- + unlck( ) + unick(n - k)] (n 2 2)
2 _
n - 1 E Z qulck

k=1

Umformungen fiihren zu

nvq“iCk(n): (Tl =+ 1)unick(n - 1) + 2(71 = 1)
VQUiCk(n) _ unick(n - 1) i 4 2

n+1 n n+1l n

20

D+l l 52 1) (0> 1)



und schliesslich Varianten und Verbesserungen

o Beim Aufteilen immer den kleineren Teilbereich zuerst behandeln: die Anzahl

] n+1 n
Vauick(n) _ Z 4 22 der noch nicht sortierten Teilbereiche (— zu speichernde Indexgrenzen) bleibt
n+1 =7 = durch O(logn) beschrinkt.
=2H, + I 4 =2Inn+0(1) e Kleine Felder (z.B. Lange < 10) nicht rekursiv, sondern mit Insertionsort
@1 sortieren

e Randomisierter Quicksort: zufillige Pivot-Wahl verhindert schlechte
Satz: Quicksort bendtigt zum Sortieren eines Feldes der Lange n im

Mittel 2In2 - nlogn 4+ O(n) ~ 1.386 nlogn Vergleiche.
(GA, Theorem 2.13)

Instanzen, aber nicht worst-case-Verhalten O(n?), d.h. erwartete Zahl der
Vergleiche ist 2In2 - nlogn + O(n) ~ 1.386 nlogn fiir jeden input.

e Median-of-Three-Quicksort: Median von drei Elementen an festen Position als
Pivot wahlen: mittlere Anzahl der Vergleiche ist
~21n2.nlogn+ O(n) ~ 1.188nlogn

e Randomisierter Median-of-Three-Quicksort: Median von zufillig gwahlzen
Elementen als Pivot wiahlen: erwartete Anzahl der Vergleiche (fiir jeden
input) ist ~ 21In2- nlogn + O(n) ~ 1.188nlogn
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Quicksort

1 Vorbemerkung

Der um 1960 von C.A.R. HOARE vorgeschlagene Sortieralgorithmus quick-
sort gehort zweifellos zu den populirsten, am meisten verwendeten und am
besten untersuchten Algorithmen iiberhaupt. Sortieren ist ohnehin eine recht
hiufige Aufgabe, und mit einigem Recht kann man quicksort als einen der be-
sten “general-purpose” Sortieralgorithmen ansprechen. Solche Qualifizierungen
bediirfen natiirlich einer genaueren Begriindung, die ihrerseits nur auf der Ba-
sis umfangreicher Erfahrung und Vergleiche moglich ist. Dariiber ist soviel und
kompetent geschrieben worden, dafi es keinen Sinn macht, das hier in wenigen
Séitzen darstellen zu wollen. Ein Verweis auf Autoritéiten wie KNUTH, SEDGE-
WICK und BENTLEY muf} geniigen. Insbesondere die Dissertation von Sedge-
wick ist ein studierenswertes Beispiel skrupuldser Auseinandersetzung mit Im-
plementierung und Analyse der algorithmischen Idee von gquicksort. So beste-
chend einfach die urspriingliche Idee von Hoare ist, ihre Realsierung ist durchaus
nicht ohne Tiicken! Die Zeigerbewegungen in der splitting-Phase muffl man sehr
sorgfiltig behandeln, spezielle Vorkehrungen sind zu treffen, um das worst-case
Verhalten! zu verbessern, und durch iterative Implementierung kann man zwar
die Effizienz steigen, die Programmierung wird aber delikater.

Die Analyse des average-case Verhaltens von quicksort ist ein “Klassiker”
der Algorithmenanalyse, und darum geht es hier vor allem. Wie schon in den
frither behandelten divide-and-conquer Situationen fithrt die rekursive Struktur
des Algorithmus auf eine Rekursionsgleichung fiir die Kosten. Hier allerdings
kann die Problemgrosse der jeweils induzierten Teilprobleme stark schwanken
— was sich in einem anderen Typ von Rekursionsgleichung dussert.

Es wird sich zeigen, dal quicksort im Mittel einen Aufwand (gemessen in
der Anzahl der Vergleichsoperationen) bendtigt, der sich bei Listenléinge n wie
2n log n verhilt, also asymptotisch von optimaler Wachstumsordnung ist. Dies
korrespondiert mit den guten praktischen Erfahrungen, die ja auch noch den
overhead des Verfahrens beriicksichtigen, der bei der Zéhlung der Vergleichs-
operationen unterschlagen wird. quicksort kann aus dieser Sicht sehr gut mit
Algorithmen wie heapsort oder mergesort konkurrieren, die ja auch im worst
case ein ©(n logn) verhalten zeigen.

2 Die Idee — rekursives splitting

quicksort basiert auf einer bestechend einfachen Idee (man mufl nur darauf
kommen):

In einer zu sortierenden Liste A[l..n] (von ganzen Zahlen etwa) ist
das Element an der k-ten Position, A[k] also, ein splitter, wenn es an

!das sich bei naiver Implementierung paradoxerweise gerade dann zeigt, wenn man quick-
sort auf schon weitgehend sortierte Listen anwendet

der “richtigen” Position in Bezug auf die Liste steht, die aus A[l..n]
durch Sortieren entsteht. D.h. es gilt

Vi<k : Al <A] A Vi>k @ AJk] < Alj]

Hat man eine solche Information, kann man A[l..n| dadurch sor-
tieren, daf man die Teillisten A[l..k — 1] und A[k + 1..n] separat
sortiert. Hat man eine solche Information nicht, wird man durch
eine spezielle Prozedur split (mit moglichst wenig Aufwand) A[l..n]
so umordnen, dafl dabei ein splitter in einer bekannten Position (!)
entsteht — dann kann man zu den Teillisten wie beschrieben iiber-
gehen und dieses Verfahren rekursiv anwenden.

Eine quicksort-Implementierung hat also die Struktur

gksort := proc(A:array(integer),left:integer,right:integer)
if left < right then

split(A,left,right,’k’);

gksort(A,left,k-1);

gksort (A,k+1,right)

fi;
end;

wobei der Aufruf zum Sortieren von A[left..right] so behandelt wird, daB
durch den Aufruf split (A,left,right, k’) eine Umordnung A’ [1left..right]
von A[left..right] (in place) erzeugt wird, bei der A’ [k] ein splitter ist. Auf
A’ [left..k-1] und A’ [k+1..right] wird das Verfahren rekursiv angewandt.
Der ganze Witz von quicksort liegt also im splitting !

3 Splitting

Die urspriingliche Idee von HOARE besteht darin, zum Splitten einer Liste
A[l..n] so vorzugehen, daB man zwei Zeiger, ¢ und j, und zwar ¢ von 1 her
aufsteigend, j von n her absteigend, aufeinander zubewegt. Jedesmal, wenn
man A[i] > A[j] feststellt, werden diese beiden Elemente vertauscht — danach
setzen die Zeiger ihren Weg analog fort. Treffen sich die beiden Zeiger, hat
man die Position eines splitters gefunden. Die Details der Zeigerbewegungen
(Randfille!) sind etwas subtil. Man kann sie in der Literatur nachlesen.
Konzeptuell und fiir die Implementierung etwas einfacher ist eine elegante
Idee von N. LomuTO, die von BENTLEY propagiert wird. Hier bewegen sich
auch zwei Zeiger 7 und j, aber in der gleichen Richtung! Das Listenelement A[1]
soll splitter werden. Man startet mit j von j = 1 aus und lduft so lange, bis
man einen Index j mit A[j] < A[1] findet - dann erhéht man ¢ (das auch bei
i = 1 startet) um 1 und vertauscht A[i] und A[j]. Dieses Spiel (j erhshen bis
wieder A[j] < A[1] gefunden wird, dann mit ¢ um eine Stelle nachziehen und
Ali] mit A[j] vertauschen) setzt sich fort, bis Zeiger j das Listenende erreicht.
Dann werden A[i] und A[1] vertauscht — mit dem Erfolg, dafi das nunmehr an
der Stelle ¢ stehende Element (das anféingliche A[1]) ein splitter der Liste ist.



Es geht kein Weg dran vorbei: wenn man verstehen will, wie und warum
das funktioniert, mufl man sich — etwa anhand des weiter unten reproduzier-
ten Programmtextes — Schritt fiir Schritt durch Beispiele arbeiten. Das bleibt
der Eigeninitiative iiberlassen. Vorher aber noch ein Hinweis auf eine sinnvolle
Modifikation der Splittings.

4 Eine Verbesserung: Splitting mit “Randomisieren”

Die eben beschriebene Idee des Splittings hat noch einen Nachteil: es gibt (sehr
einfache!) Listen, bei denen die Aufteilung in Teillisten vor und nach dem splitter
sehr extrem ausfillt, wenn man das erste Listenelement als Vergleichselement
nimmt: die linke Teilliste ist leer und die Lénge der rechten Teilliste ist gera-
de mal um 1 kleiner als die Lénge des urspriinglichen inputs. Wenn sich diese
Erscheinung durch alle Phasen des Algorithmus durchzieht, wird er ein quadra-
tisches Laufzeitverhalten im worst case haben! Argerlich daran ist, daff dieses
“schlechte” Verhalten immer bei denselben inputs auftritt. Was man zumindest
erreichen mochte, ist dies: es gibt keine inputs bei denen sich der Algorithmus
immer schlecht verhélt. Das kann man bei einem seiner Natur nach determini-
stischen Algorithmus nur dadurch erreichen, indem man ein zuféilliges Element
mit einbaut. Wenn man das geschickt macht, kann man dafiir sorgen, dafl es
keine schlechten Instanzen fiir den Algorithmus gibt, sondern nur noch schiechte
Ezxekutionen.

Beim Splitting kann man eine solche Verbesserung dadurch erreichen, dafl
man zu Beginn ein zufilliges Element Afr] mit 1 < r < n auswéhlt und mit
A[1] vertauscht. Damit haben alle Listenelemente die gleiche Chance, splitter
zu sein, unabhéngig von der urspriinglichen Form der Liste. Klar ist dann auch,
daf} die Position k des splitters jede der Positionen 1 < k < n mit gleicher
Wahrscheinlichkeit 1/n sein wird.

Die hier angesprochene Technik des “Randomisierens” ist in den letzten
Jahren sehr populdr geworden. “Randomisierte Algorithmen”, auch fiir Pro-
blemstellungen, wo man ein determiniertes Resultat erwartet, konnen u.a. ver-
hindern, dafl lange Laufzeiten immer bei den gleichen inputs auftreten (wenn sie
denn unvermeidbar sind). Fiir viele Fragestellungen gibt es randomisierte Algo-
rithmen, die weitaus besser sind als die besten deterministischen Algorithmen,
wenn man noch geringe “Versagerquoten” in Kauf zu nehmen bereit ist.

5 Das Programm

In diesem Abschnitt wird ein MAPLE Programm quicksort prisentiert. Dabei
kommt es nur auf die korrekte und klare Realisierung der dargestellten Ide-
en an, nicht auf Effizienzsteigerung durch Detailverbesserung. Interessenten
(insbesondere auch solche, die sich mit den Interna von MAPLE etwas aus-
kennen), sind eingeladen, dieses Programm zu “tunen” oder gleich eine noch
Maschinen-néheres Programm zu schreiben. Es wurde ebenfalls darauf verzich-
tet, Konsistenz-checks der Eingabedaten mit in die einzelnen Prozeduren auf-
zunehmen.

Die Prozedur swap dient lediglich dazu, zwei Elemente eines arrays zu ver-
tauschen, nidmlich die Elemente in Position u und Position v.

swap := proc(A:array(integer),u:integer,v:integer)
local tmp;
if not (u=v) then
tmp := A[ul;
Alul := A[v];
Alv] := tmp;
fi;
RETURN (op(4)) ;
end;

Die Prozedur split ist das Herzstiick von quicksort. Hierbei wird der Ab-
schnitt A[left..right] eines arrays A[lower..upper] dem splitting unter-
worfen — es wird unterstellt, da8 1left und right mit den array-Grenzen ver-
triglich sind. Aus dem Intervall [left..right] wird per Zufallsgenerator ein
r ausgewiihlt, und A[r] wird als splitting-Element bestimmt (und mit A[left]
vertauscht). Der Index I als Resultat der Prozedur gibt an, in welcher Position
dieses Element nach dem splitting steht. Als Seiteneffekt wird A entsprechend
dem splitting verdndert.



split := proc(A:array(integer),left:integer,right:integer,I:string)
local i,j,r;
r := rand(left..right) );
swap(A,left,r);
i := left;
for j from left+l to right do
if A[j] < A[left] then
i = i+1;
swap(4,i,]j)
fi;
od;
swap (A,left,i);
I:=1;
end;

Die rekursive Struktur von quicksort wurde schon oben angesprochen. gksort
sortiert den Bereich A[left..right] der arrays A, indem durch split (A,left,right, ’k’)
ein splitter an der Stelle k erzeugt wird. Fiir Teilarrays links und rechts davon
wird gksort rekursiv aufgerufen. Bei arrays der Linge < 1 ist nichts zu tun.?

gksort := proc(A:array(integer),left:integer,right:integer)
local k;
if left < right then
split(A,left,right,’k’);
gksort(A,left,k-1);
gksort (A,k+1,right)
fi;
end;

quicksort (L) schlieBlich sortiert Listen L durch Aufruf von gksort mit der
Listenléinge als Parameter.

quicksort := proc(L:list(integer))
local length,A;

length := nops(L);

A := convert(L,array);
gksort(A,1,length);

convert (op(A),list);

end

6 Die quicksort-Rekursion

Es bezeichne nun F'(n) die mittlere Anzahlvon Vergleichsoperationen, bei Ausfiihrung
von quicksort auf Listen der Lidnge n. Wie schon frither wollen wir annehmen,

?Bei “richtigen” Implementierungen von quicksort wird man die Rekursion nicht so weit
treiben: man schaltet auf ein schnelles, nichtrekursives Verfahren (wie z.B. insertionsort um,
sobald die Linge der arrays 10-15 (etwa) unterschreitet.

daf alle n! relativen Anordnungen (Permutationen) von n Elementen mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten. Aus der Struktur des Algorithmus ergibt
sich somit:

Fln)=(n—1)+ = 3" (F(k~ 1)+ F(n— £))
k=1

wobei n — 1 die Anzahl der Vergleichsoperationen in split bei Listenlédnge n ist,
und k die Position des splitters angibt: jede dieser Positionen hat die gleiche
Wahrscheinlichkeit 1/n. Zu Sortieren sind dann Teillisten der Léngen k& — 1 und
n — k, und man iiberlegt sich leicht, da8 hierbei wiederum alle (k — 1)! bzw
(n — k)! relativen Anordnungen mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.

Eine kleine Vereinfachung ergibt sich aus der Beobachtung, dafi auf der
rechten Seite der Rekursion zweimal die gleiche Summe (mit unterschiedlicher
Summationsrichtung) steht, also:

n—1

F(0)=0, F(n):nflJrEZF(i)
i=0

Die Frage ist nun, wie sich die Losung F'(n) dieser Rekursion fiir n — oo verhélt.
Experimentell wird rasch klar, da F(n) stérker als linear wichst, aber auch
nicht sehr viel starker:

F(1) = 0

F@2) = 1

F(3) = 8/3=266..
F(4) = 29/6=4.83..
F(5) = 37/5=74
F(6) = 103

F(7) = 1348...
F(8) = 16.92...
F(9) = 20.57..

F(10) = 30791/1260 = 24.43...
F(100) = 647.85...
F(1000) = 10985.9...

Interessant ist, daf sich die Losung der quicksort-Rekursion explizit angeben
1aBt:
F(n)=2(n+1)H, —4n

und damit kann man leicht auch den Funktionsverlauf fiir gréfiere n verfolgen:

F(10Y) = 1557716...
F(10°) = 0.2018...107
F(10% = 0.2478...10°
F(10") = 0.2939...10°
(

10%) = 0.3399...10%°



F(10%) 0.3860... 10
F(10'%) = 0.4320...10"

Insgesamt zeigt sich also:

F(n) ~2nlogn

7 Zur Analyse der Quicksort-Rekursion

In einem ersten Abschnitt wird die Quicksort-Rekursion behandelt, indem sie in
eine Differenzengleichung umgeformt wird, die einer expliziten Losung zuging-
lich ist. Allgemeiner gilt, daf sich Rekursionen dieses Typs mit Hilfe von Dif-
ferentialgleichungen fiir die “erzeugenden Funktionen” der Losung beschreiben
lassen. Diese Technik wird in einem zweiten Abschnitt vorgestellt.

7.1 Behandlung mittels Differenzengleichung

Wir schreiben die Quicksort-Rekursion
2 n—1
FO)=0, Fn)=n—1+— F(i
(0 (n) 2 FO

in der Form
n

nF(n)=n(n— 1)+22F(i— 1) (n>0)
i=1
und ziehen diese Gleichung, aber mit n durch n — 1 ersetzt, also
n—1
m—DFn-1)=m-1)n-2)+2) F@i-1) (n>0)

i=1
von der vorigen Gleichung ab:
nFn)—(n—1)Fn—-1)=2(n—-1)+2F(n—1)
Das ergibt
nFn)—(n+1)Fn—-1)=2(n-1)

Dies ist eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung mit polynomialen Koeffizi-
enten. Ersetzt man F(n) durch (n+1) G(n), so geniigt diese neue Funktion G(n)
einer linearen Differenzengleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

2(n—1)

G(n)—G(n—l):n(n+1)

(n>0), GO)=0

Hier kann man zweimal den “Teleskop-Trick” spielen:

G(n) = i{G(i)fG(ifl)}
i=1

o&2(i—1)
N Zi(i+1)

i=1
2 1
= 2 i
g{i—i-l z}
” 2 2 o1
—_ — 2 —
Sy

2

= 2 -2 2 H,
{n—‘—l }+ "
4n

= - 2Hn
7l+1+

-

Il
o

-

und somit

F(n)=(Mn+1)Gn)=2(n+1)H, —4n ~2nlogn

7.2 Behandlung mittels Differentialgleichung

Wir betrachten wieder

F(0)=0, F(7L):TL71+%T§F(Z‘)
i=0

und definieren uns die “erzeugende Funktion”
o(z) = Z F(n)z"
n>0
Multiplikation der Rekursionsgleichung mit n liefert

n—1
nF(n)=n(n-1) +22F(i) (n>0)
i=0

Multiplikation mit 2™ und Summation iiber n > 0 ergibt

n—1
ZnF(n)z":Zn(n—l)z”+ZZZF(i)z”

n>1 n>1 n>11i=0
und das ist dquivalent zu

2+ 2 s

SR T R g

Diese lineare Differentialgleichung kann man mittels der Methode der Varia-
tion der Konstanten losen. Dazu betrachtet man erst einmal die zugehorige
homogene Gleichung

oh(e) = o onl2)
die man leicht 16sen kann.
d _ () 2
dz 10g¢h(z) - d)h(z) T1—2



liefert
log ¢ (=) = —2log(1 — 2) + 7

mit einer Integrationskonstanten +, also

mit einer Konstanten A\. Nun der Ansatz

A(2)
#(2) = m

d.h. fiir die Behandlung der inhomogenen Gleichung wird ¢(z) so angesetzt,
daB an Stelle der Konstanten A eine Funktion A(z) erscheint. Dies in die ur-
spiingliche Differentialgleichung eingesetzt liefert eine Differentialgleichung fiir
die zu bestimmende Funktion A(z):

N(z) 2z
1-2)2 (1-2)3
oder 9 9
’ _ z _ _
M) = 1—-2 11—z 2

was offenbar durch
AMz)=2(—log(l —2)—2)+c

gelost wird. Hierbei ist ¢ eine passende Konstante. Damit hat man die Losung:

o(z) = <(1 5 log(1 — %2)2) +c

Davon interessiert uns die Potenzreihenentwicklung. Es gilt

ﬁlog(l—z) = Zz—‘rl)z Z—

i>0 >0 J
n
= Z (Z n—j+1) ) "
n>0 \j=1 ‘]
= Z (n+1)H, —n) 2"
n>0

und daher kann man schreiben:

ZF’I’L)Z —2(2(n+1 H,—n)z —an) c

n>0 n>0 n>0
was per Koeffizientenvergleich zu
= F(n)=2(n+1)H,—4n (n>0)

fiihrt.
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The average number of splitters in a random permutation

If 0 = (01,09,...,0,) is a permutation of [n] := {1,2,...,n}, then we
say that “o splits at j” or “j is a splitter in 0” if 0; < o; for all i < j and
0j < o for all j < k (so that necessarily s; = j). Splitting properties of
random permutations are of interest because of the appearance of that concept
in the quicksort algorithm (see e.g. section 2.2 in H. WILFs book Algorithms
and Complezity, Prentice-Hall, 1986).

In this note I give a very short proof of the fact that the average number of
splitters in a random permutation of n elements behaves as 2/n for large n.

e Counting splitters is easy: j appears as a splitter in precisely (j—1)! (n—j)!
permutations of [n], so that there is a total of

n n—1 -1
sni= Y =D — )= (=LY (n;1>
j=0

j=0
splitters in permutations of [n].

e In order to deal with the reciprocals of binomial coefficients it is useful to
remember (the [(-integral)

-1
1 1

_ L (atd =/t“(1—t)bdt

a+b+1 a Jo

for integers a, b > 0, which can be proved by simple induction using partial
integration.

e Let us now consider

n -1 n
by == Z (:) =(n+1) /01 kzzotk(l — )" Fdt = (n+1)a,

k=0
Note that the a,, satisfy a very simple recursion:
an 1

an+1:7+n+2

, ap=1
This can be seen as follows:

1 1" 1
n+1 — @ — / tn+1dt + / Z {tk(l _ t)YH»lfk _ *tk(l _ t)nfk:| dt
2 Jo b = 2

nJlrQ +/0.1 {ét’“(l%)"*’“] (% 7t> dt

where the last integral vanishes for reasons of symmetry!

e Now 5, = s,/n! = by,_1/n = ap—1, the average number of splitters in
permutations of [n], satisfies the recursion
s = — 51=1
n+1 2 + nt1 1

from which it follows immediately that n -3, —np—c0 2.

V. Strehl, june 15, 1994.



Splitter

v

o = (01,02,...,0,) Permutation von {1,2,..., n}

o splittet an Position j oder j ist ein Splitter in o, wenn
o <ojfiri<jundo; <o firj<k

Splitter sind (spezielle) Fixpunkte, d.h. s; = j.
Beispiele

» (3,1,2,4,7,5,6) hat 4 als Splitter

» (5,1,2,4,7,3,6) hat keinen Splitter

» (1,2,3,4,5,6,7) hat alle 7 Positionen als Splitter

Problem: wieviele Splitter hat eine Permutation im Mittel?

Mit Beta-Integral ergibt sich

b, = z”: (Z)l =(n+1) /1zn:tk(1 —t)" kgt

k=0 0 x=o

J/

n
Die Zahlen n, geniigen einer einfachen Rekursion:
an 1

an+1:?+n—|—2

) 30:1

Beweis:

1 1n
1
Sl — % :/O "t +/0 Z{tk(l—t)”ﬂ_k—Etk(l—t)”_k] dt

k=0

Zn: th(1 — t)"k] <% = t) dt

k=0

1 1
- n—{—2+/0

Die Gesamtzahl der Splitter in S,

» Die Position j ist ein Splitter in (j — 1)!- (n — j)!
Permutationen aus S,,.
» Die Gesamtzahl s, der Splitter in S,

n n—1
1= U= D (-t =013 ("7
j=1 j=0
» Wie geht man mit folgender Summe um?
1 1 1

» Hier hilft das Beta-Integral

1 a+b\ ! v b
S T = t? (1 —t)°dt
a+b+1( a ) /0 ( )

Folgerung

» mittlere Anzahl von Splittern in S,

— Sn bn—l
Sp = i = ap-1
n! n
» Rekursion fiir 5,
_ S 1 _
Sn-‘rl:?n_'_n_'_l ) 51:1
» Daraus ergibt sich
2

lim n-5,=2, also 5,~ —
n—oo n



Das Closest-Pair-Problem

Literaturhinweis: Th. Ottmann, Das Divide-and-Conquer-Prinzip,

in Prinzipien des Algorithmenentwurfs, Spektrum Akademischer Verlag 1997.

P endliche Menge von Punkten p = (p,,p,) € R?
dist(p,q) : euklidischer Abstand von p,q € R?
Gesucht

6(P) = min{dist(p,q); p,a € P,p#q}

allgemeiner fiir endliche P, Q C R?

§(P,Q) = min{dist(p,q); pE P, € Q, p#q}
also §(P) = §(P, P)
Algorithmisches Problem

e berechne §(P) moglichst effizient
(evtl. auch: bestimme ein Paar p,q € P mit dist(p,q) = 6(P))

Naive Lésung der Aufgabe

— berechne alle paarweisen Distanzen
{dist(p,q); p.g € P, p#q}
— berechne das Minimum dieser Menge
Komplexitat
— fiir P = n: (}) Distanzen berechnen: O(n?)
— Minimum in O(n?) Zahlen suchen: O(n?) Vergleiche

— insgesamt ein O(n?)-Verfahren

Divide-and-Conquer Ansatz

— Zerlege P in zwei (ungefdhr) gleich grosse Teile Py, P,

berechne (rekursiv) 6(F),d(P;)
— berechne 6( P, P;)
— berechne 0(P) = min (6(P),0(P,.), (P, Py))

Dieser Ansatz fithrt — bei naivem Vorgehen zur Berechnung von 6(P, P,) —
auf eine Rekursion fiir den Aufwand ¢(n) an Operationen (bei P = n)

~

—~
S

~
I

2. t(n/2) +2- (g)2+1

mit einer Losung t(n) € O(n?)




Geometrisches Divide-and-Conquer

— Zerlege P mit Hilfe des Medians m der z-Koordinaten der p € P in zwei
(ungefidhr) gleich grosse Teile

P={peP;p,<m} P.={peP;m<p,}

L Median L

— Bemerkung: Median-Berechnung fiir n Elemente geht in O(n)

— berechne (rekursiv) 6(P;),d(P,) und d = min(6(Py), (Fy))

— bestimme

Pl={peP;m-d<p,<m} Pl={peP;m<p,<m+d}

P e -
L4 Median L
[
p? -
d
o P, L
[ ]
[ ]
[ ] [ ]
[ ]

<«d—><d->

— berechne §(Pg, P?) und somit

§(P) = min(d, §(P;, P.)) = min(d, 6(Pg, P%))

5 6
Vorsicht: auch P¢ und P kénnen noch O(n) Elemente enthalten! " °
. edian
ABER: zu jedem p € P{! kann es nur sehr wenige ¢ € PZ geben, die "nahe” I |
(=~ d) von p liegen: V 8> Pl(p) T
1 / ' d
Median g i p \\| L I
d d =~ .q.-_ A
LRl 5 i »e '. !
- \\\ \\ [ ! 1
// \\ \\ /l :
/ \\ \ ,/ (?
! \ AN /’/ I
it P \ @ S -~ e | ¥
| ’ |
t | - '
\ _d’ L u e —-d-——»le--d--->
\ 4 /
% S
s ,’// ° dist(p,q) <d = py—d<gqy<p,+d
\\\ d
= qgeP'N{qg;py—d<g,<p,+d)}
- --d--->le—-d---> d
Pl (p)
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5(PZ7PT):6(PZd>P;1)

= min 6(p, PY) = min 6(p, P%(p))
pePg pepy

Aus der Geometrie folgt (grossziigig abgeschétzt!)
tP(p) <7
d.h. zu jedem p € P¢ gibt es hochstens sieben ¢ € P4 mit dist(p,q) < d,

d.h. man muss bei geschickter (!!) Organisation der Daten nur O(n)
Operationen durchfithren, um §(Py, P.) zu berechnen!

Eine geometrische I"Jberlegung

e Wieviele disjunkte, offene Kreisscheiben mit Radius R kann man in einem

(a x b)-Rechteck unterbringen?

a-b
Anzahl k(a,b,R) <
nza (a7 Y ) — T- R2
9 10
e Wieviele verschiedene Punkte, die paarweise einen Abstand > d haben, P ) )
kann man in einem (a x b)-Rechteck unterbringen? 1877 T2 AN CORE IS EObles
. P = pm p p® p(®)
L piV < pP < pfY < <py)
‘ AR \\\_,//,’ -~1. P? nach y-Koordinaten sortiert
b ! .‘{fg\‘ !I ° \\
N //‘ /»—~\‘\ A Prd . q(l) q(2) q(3) q(f)
\ (e Lo g’ < ¢ < o) < <qy
e e Kandidaten fiir dist(p, q) in Blocken der Lange < 7
— p
P = p) p® p®& p(®)
pi . ) 2 B (1) G+ Gi+)) (s)
Ab+d : gV ¢? q a:*hq q q
Anzahl < k(a+d, b+ d,d/2) < W
T -
Pf(P)
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cp-Algorithmus

— Zerlege P mit Hilfe des Medians m der x-Koordinaten der p € P in zwei
(ungefahr) gleich grosse Teile

Pr={peP;p. <m} P.={peP;m<p.}
— berechne (rekursiv) 6(FP),d(F,) und d = min(6(FP),d(F;))
— bestimme

Pl={peP;m—-d<p,<m} Pi={peP;m<p,<m+d}

sortiere die Mengen Péd und P? nach den y-Koordinaten ihrer Elemente

— berechne §(Pg, P4) mit O(n) Operationen

T

5(P) = min(d, 5(P¢, PY))

Komplexitit ¢(n) des cp-Algorithmus

Medianberechnung und Zerlegung P = P, W P, : O(n)
Herausziehen von P¢ und P2 : O(n)
Sortieren von P& und P4 : O(nlogn)
Berechnen von §(Pg, P) : O(n)
divide-and-conquer Rekursionsgleichung
t(n) =2t(n/2) + O(nlogn)
t2) =1

Verhalten der Losung der Rekursionsgleichung
t(n) € O(nlog®n)

Man kann das Sortieren auf jeder Rekursionsstufe durch einmaliges
Sortieren zu Beginn und geschickte Verwaltung dieser Information
ersetzen, dadurch sogar Gesamtkomplexitét ¢(n) € O(nlogn) erreichen

13
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Zwei divide-and-conquer Algorithmen der Arithmetik
e KARrRATSUBA-Multiplikation von Polynomen (und von ganzen Zahlen)

Multiplikation zweier Polynome vom Grad deg f,degg < 2n
2n—1
-3 g
i=0

2n—1

=Y g
=0

2n—2

(f*g)(x) = Z Z fi* Gr—i zF

k=0 \0<i<k

wird zuriickgefiithrt auf drei Multiplikationen von Polynomen vom Grad < n

flx) = az)+2"b(x)
(

@) = (o) +a"dx)
f@)g(@) = a@)e(a) + 2" (a(e)d(@) + blz)e(@)) + 2>"b(x)d(x)
= ) + 2" (w(e) — u() - () + 2°"0(2)

wobei

w(z) = (a(z) +b(x))(c(z) + d(x))

Diese Idee ist rekursiv anzuwenden, bis man Polynome vom Grad 0
(Konstanten) oder Polynome eines kleinen Grades zu multiplizieren hat.

Die Idee iibertragt sich wortlich auf die Multiplikation ganzer Zahlen
(Ubertrag beachten!)

karatsuba := proc(f,g,x,m)

local a,b,c,d,u,v,w,deg;

if m=0 then RETURN(f*g) fi;

deg := 2" (m-1);

:= sum(’coeff (f,x,i)*x"i’,’1i’=0..deg-1);

:= sum(’coeff (f,x,i+deg)*x"1’,’1’=0..deg-1);
1= sum(’coeff(g,x,i)*x"1’,’1’=0..deg-1);
sum(’coeff (g,x,i+deg)*x"1’,’1’=0..deg-1);
:= karatsuba(a,c,x,m-1);

:= karatsuba(b,d,x,m-1);

:= karatsuba(a+b,c+d,x,m-1);

RETURN (expand (u+ (w-u-v) *x~deg+v*x " (2*deg) ) ) ;
end;

s < g a0 o0 W
i

kara_mult := proc(f,g,var)
local df,dg,bound;

df :
dg := degree(g,var);

bound := ceil(simplify(log[2] (max(df,dg)+1)));
karatsuba(f,g,var,bound);

degree(f,var);

end;

Komplexititsanalyse (fiir n = 2™):
(worst-case) Anzahl der Additionen und Multiplikationen
tx(n) := < im Koeflizientenbereich
bei input-Grad < n
K(Qn) < 3- tK(n) + 8n 9 t(l) =3
Losung der divide-and-conquer-Rekursion
t(2n) =3-t(n) +O(n) , t(1) =06(1)

fihrt zu

= | tx(n) € O(n=3)|

Beachte: log, 3 = 1.584962501 . ..




e Siehe HEUN, GA, Abschnitt 7.6. fiir eine genaue Analyse im Fall der
Multiplikation ganzer Zahlen (Theorem 7.45)

tig(n) <41- nlog3
und Optimierung des Rekursionsabbruchs (Theorem 7.46)
tg(n) < 11-nloe?

e Sei der Arbeit von

A. A. KArATSUBA, Y. P. OFMAN, Multiplication of multidigit
numbers on automata, Dokl. Acad. Nauk SSR (145 (1962), 293-294

ist es gelungen, fiir die Komplexitéit der Multiplikation ganzer Zahlen eine
obere Schranke von O(nlognloglogn) zu finden:

A. SCHONHAGE, V. STRASSEN, Schnelle Multiplikation grosser
Zahlen, Computing 7 (1971), 281-292,

basierend auf der Technik der Schnellen Fourier-Transformation (FFT).

e Siehe D. E. KNUTH, TAOCP vol. 2 fiir Details.

e STRASSENs Matrix-Multiplikation

Ausgangspunkt: die Multiplikation von zwei (2 x 2)-Matrizen 148t sich mit 7
Multiplikationen im Koeffizientenbereich ausfithren — statt mit 8
Multiplikationen nach “Schulmethode”:

a1 012 bi1 bi2 _ a11b11 + a12b21  a11b12 + a12b22
a1 a22 ba1 Do a21b11 + a2ba1  a1b12 + azaban
. dir  di2
dor  da

Wichtig: das gilt iiber jedem Ring!

Man berechnet zunichst 7 Produkte

1 = (a12 — azz)(bar + ba2)
ca = (ai1 +ag)(bi1 + ba)
c3 = (a11 —a21)(bi1 + b12)
ca = (@11 +a2) b
cs = a (bia — b22)
c6 = az (b —bi1)
cr = (a1 +a22)bn

und danach die d11, 000 ,dgg durch

dig=cr+c2—cy+cg dio=cy+cs

do1 = ¢ + 7 dog =ca—ca+cs —cr

Der Witz der (rekursiven) Angelegenheit: die Koeffizienten a;j,b; ;,. .. konnen

selbst wieder Matrizen sein, d.h.

Mit STRASSENSs Idee erreicht man:

Reduktion einer Matrixmultiplikation fiir zwei (2n x 2n)-Matrizen
auf 7 Matrixmultiplikationen von (n x n)-Matrizen,

dazu 18 Additionen/Subtraktionen von (n x n)-Matrizen




strassen := proc(A::matrix,B::matrix,m)
local dim,A11,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22,

c1,c2,C3,C4,C5,C6,C7,D11,D12,D21,D22;

if m=0 then RETURN(evalm(A&*B)) fi;

dim :
A1l
B22 :
:= strassen(evalm(A12-A22) ,evalm(B21+B22) ,m-1);
:= strassen(evalm(A11+A22) ,evalm(B11+B22) ,m-1);
:= strassen(evalm(A11-A21) ,evalm(B11+B12) ,m-1);
:= strassen(evalm(A11+A12),B22,m-1);

:= strassen(A11,evalm(B12-B22) ,m-1);

:= strassen(A22,evalm(B21-B11) ,m-1);

:= strassen(evalm(A21+A22),B11,m-1);

D11 :
D12 :
D21 :
D22 :

c1
C2
Cc3
Cc4
C5
Cc6
cr

= 2A(m-1);
= submatrix(A,1..dim,1..dim);
= submatrix(B,dim+1..2*%dim,dim+1..2*dim); ... (etc.)

evalm(C1+C2-C4+C6) ;
evalm(C4+C5) ;
evalm(C6+C7) ;
evalm(C2-C3+C5-C7) ;

RETURN (stackmatrix(concat(D11,D12),concat (D21,D22)));

end;

Komplexititsanalyse (fir n = 2™):

ts(n) (maximale) Anzahl der arithmetischen Operationen im Koeffizi-
n):=
s entenbereich fiir die Multiplikation von zwei (n X n)-Matrizen

ts(2n) =7-t(n) +18-n? | tg(1) =1
= | ts(n) € O(=") |
Beachte: log, 7=2.81...!

Traditionelle Matrixmultiplikation benétigt fiir die Multiplikation von zwei
(n x n)-Matrizen

n? - n Muliplikationen und n? - (n — 1) Additionen von Koeffizienten
ist also ein O(n?)-Verfahren.
Seit

V. STRASSEN, Gaussian elimination is not optimal,
Numerische Mathematik 13 (1969), 354-356

ist es gelungen, Verfahren bis zu O(n?3%+) zu finden (COPPERSMITH,
WINOGRAD, 1990)

Siehe Abschnitt 7.8 in HEUN, GA, fiir eine genaue Analyse (Theorem 7.50)
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ts(n) < ? . nlog?

und Optimierung des Abbruchpunktes fiir die Rekursion (Theorem 7.51)
ts(n) < 4.62-n'e7

Siehe Kapitel 31.2 in CORMEN/LEISERSON/RIVEST fiir einen
Rekonstruktionsversuch der STRASSENschen Idee.




. i Beispiele: Mergesort, Quicksort, Karatsuba-Multiplikation,
Divide-and-Conquer-Algorithmen o ) .
Strassen-Multiplikation, closest-pair Algorithmus, ...

Fundamentales Prinzip des Problemlosens
Bemerkung;:

Divide : Zerl 16 Problem i i h klei
* z.mde Y fias 7u Issende Problem in (ein oder) mehrere kleinere e Mergesort: Divide ist simpel, die eigentliche Arbeit liegt im Conquer
Teilprobleme gleichen Typs (merge)

e Recur : Falls Problem “elementar”: lose dieses mit spezieller Methode

) o ) e Quicksort: Divide (partition) ist komplex, Congquer ist simpel
Falls Problem nicht “elementar”: wende Divide rekursiv an
] e Karatsuba: Divide ist simpel, Conquer erfordet Arbeit

e Conguer : Konstruiere Losung des Problems aus den Losungen der

Teilprobleme e Strassen: Divide ist simpel, Conquer erfordet Arbeit
e Allgemein: sowohl die Kosten von Divide wie von Conquer sind relevant e closest pair: Divide und Conquer erfordern Arbeit
e wichtige Parameter: Anzahl und Grésse der jeweils erzeugten Teilprobleme

1 2
Kostenbilanz bei divide-and-conquer-Algorithmen Kostenbilanz bei (statischen) divide-and-conquer-Algorithmen
e Mergesort: Vergleichsoperationen e bei Problemgrisse n sei
Viekee(n) = Viosao([1/2]) + Vadkee(In/2)) 40— 1 (n> 1), Vaso(1) =0 — Div(n) : Kosten fiir Divide,

Con(n) : Kosten fiir Conquer

Quicksort: Vergleichsoperationen (im Mittel)
— an : Anzahl der entstandenen Teilprobleme,

Vauiex(n) = (n — 1) % qumk (n>2), Vaua(1l) =0 (ni)1<i<a, Grossen der Teilprobleme
k=0 — C(n) : Gesamtkosten

e Karatsuba: Multiplikationen und Additionen von Koeffizienten

e Bilanz:
£(2n) <3-tx(n)+8-n (n>1), tx(l)=1 C(n) = 0(1) (n < no)
e Strassen: arithmetische Operationen mit Koeffizienten an,
() — Tt 4 18 mt (05 1), ta(l) — 1 C(n) = Div(n) + ;C(m) + Con(n) (n > ng)
o closest pair: Vergleichsoperationen und arithmetische Operationen Explizite Losung bei dieser Allgemeinheit schwierig.
tep(n) =2 tep(n/2) + O(nlogn) (n>2), tp(2)=1 Betrachten hier nur eingeschréankte Félle.



Vereinfachende Annahmen:

e aus Problemen der Grosse n entstehen bei Divide jeweils

a Teilprobleme der Grofle n/b, wobei b > 1 konstant

e auftretende Argumente n sind Potenzen von b, d.h. n = 0™ fiir m >0

e Zerlegung wird nicht vorzeitig abgebrochen: ng =1
Zu l6sende Rekursion
C(l)=d
C(n) = a-C(n/b) + Div(n) + Con(n)
f(n)

Mit den Abkiirzungen ¢, = C(b™), fm, = f(b™) (m > 0), wobei

co=fo=d
Cm =0 Cp—1+ fm (m>0)

(inhomogene lineare Rekursion 1. Ordnung)

Spezialfall: lineare overhead-Funktion f(n) =c-n
Fiir n = ™ gilt dann

(beachte m = logyn = a™ = nl& (%)m = plogya—1)

m—1
C(n):cm:d-ameZak-fm_k
k=0
m—1
:d-am—l—X:ak-c-bm_l€
k=0
. m—1 . k
=d-n°®%+c-n (7)
2
—_———

(1) (1)

Losung (durch Iteration/Induktion)

Cm= Q" Cp_1+ fm
=a- (a'cm—2 +fm—l) +fm
=a-(a- (0 cmes+ fr—2)+ fm-1) + fm

j—1
=d emj+ Y " fmk (G=1,23,...
k=0
m—1
=d-a™+ Zakfm,k (m >0)
k=0

in der urspriinglichen Notation

log, n—1
n

Clmy=d-n®e Y at - f(h)
k=0

6
Losungstypen fiir
m—1 k
_ . log, a . 2
Cn)=d -n°®*+c¢ n; (b)
=
(1 (I1)
a<b = (I)€o(n) (IT) € ©(n) = C(n) € ©(n)
a=b = (I)€O(n) (II) € ©(nlogn) = C(n) € ©(nlogn)
a>b = (I)€Onos2) (II) € O(n'er»)) = C(n) € O(n'8:2)

Also:
O(n) falls a < b
C(n) € { O(nlogn) fallsa="5
O(n'°sr9)  falls a > b



Ganz analog beweist man im Fall f(n) = c¢-n’ mit ¢,£ > 0
O(n*) falls a < b’

C(n) € { O(nflogn) falls a = b’
O(n'°8r ) falls a > b’

Fall f(n) € ©(n') und a > b

m m 1
—k
Cm:E fr-a™ :amg fkﬁ
k=0 k=0

Mit f(n) < A-nf, also f, < A-b™ st

und daher

11

Diskussion weiterer spezieller Fille

C(n) =a-C(n/b) + f(n) (n>1), C(1)=f(1)>0,
wobei b ganz und > 2, a > 0, f(n) > 0.

Vereinfachung (wie vorher): fiir n nur Potenzen von b betrachten.
(Genaue Begriindung: CLR, Abschnitt 4.4.2)

Notation (wie vorher)
Cm = C(O™), fm = f(O™) (m =0)

Losung der Rekursion

en=Y_fr-a™™* (m>0), co=fo=/(1)
k=0

10

Fall f(n) € ©(nf) und a < b*

m m 1
S STRTL S ST e
k=0 k=0
Mit f(n) < A-nf, also f,, < A-b™ st
e o b
cm <A-b Z(7> <a-b A
k=0

also

em € O((B™)Y), dh. C(n) € O(n*)
Wegen ¢,, > fp, gilt sogar

C(n) = ¢ € O(nf)

12



’Fall f(n) = B-n’(log,n)? (n>1) und a = be‘

m

Cm:ka.amfk :am,(f(l)Jrszq)

k=0 k=1

’ Unterfall ¢ < —1 ‘

>, k9 konvergiert fiir m — oo, daher

em €0(a™), dh.C(n) € O(n'®?)

’ Unterfall ¢ = —1 ‘
Z;cnzl ki = 221:1 % = H,, ~ logm, daher
Cm € @(am log m), d.h. C(n) € @(nlogba log log, n)

’ Unterfall ¢ > —1 ‘
S, k1€ ©(maTt), daher
em € ©(a™mt), dh. C(n) € ©(n'*% *(log, n)' ™)

13

Allgemeinerer Fall (“Master Theorem”)
(HEUN, GA Theorem 2.17,
CORMEN, LEISERSON, RIVEST, Abschnitte 4.3 und 4.4, “master method”)

O(f(m) falls f(n) € Qn°®(@+¢) und a- f(n/b) < c- f(n)
C(n) € { O(nlosvalogn) falls f(n) € O(nloss )
O(n'ogr @) falls f(n) € O(nlgs(@)=¢)

(wobei € > 0 und ¢ < 1 konstant)

15

Beispiele

ttn) =t(n/2) +c = t(n) € O(logn)

t(n) =2t(n/2)+cn = t(n) € O(nlogn)

t(n) =2t(n/2) +cn?® = t(n) € O(?)

t(n) = 4t(n/2) +cn® = t(n) € O(n’logn)

t(n) = 7t(n/2) +cn® = t(n) € O(n'°%27)

t(n) =2t(n/2) +logn = t(n) € O(n)

t(n) = 3t(n/2) + nlogn = t(n) € O(n'°523)
t(n) = 2t(n/2) + nlogn = t(n) € O(nlog®n)

t(n) = 5t(n/2) + (nlogn)? = t(n) € O(n'e2%)

14

Analytischer Kommentar

e Aufgabe: Untersuchung des Wachstumsverhaltens einer Folge von Zahlen
(gn)n>0 = (90, 91,92, - - -)

e Transformation in analytisches Objekt (Potenzreihe)
oo
92 =go+mz+g 2+ =) gn"
n=0

o Konvergenzradius pg:

konvergiert fiir |z| < pg

9(2) =Y gn 2"
n=0

divergiert fiir |z| > pg

e Kriterium von CAUCHY-HADAMARD

py " = limsup {/|gn|

n—oo

16



Beispiele

Aquivalente Fe li : fiir alle € > 0
[ ] qulvalente rormu 1erung ur alle € o Geometrisehe Reihe

(57 =" < lgal (0 +0)" 1
g n g 1 2 3 o _ n,n _
(1,a,a%,a,...) < gq(2) goa z T
i.0. = fiir unendlich viele n, a.e. = fiir fast alle n (endlich-viele o=
Ausnahmen) — pg. = 1/lal
e Interpretation: e Quadrat der geometrischen Reihe
das asymptotische Wachstum der Koeffizienten 3 A8 1
. . . . 1,2a,3a”,4a°, ... n+1)a” 2" = go(2)° = ———
einer Potenzreihe g(z) wird in seinem (1,2a, 307, )= n;)( ) 9a(2) (1-a-2)2
exponentiellen Verhalten bestimmt durch deren -
Konvergenzradius p,. = pgz = 1/lal
e Fiir genauere Aussagen: es kommt auf den Funktionsverlauf von g(z) in O Legmiiinmizdhe liizlaz
der Néhe der kleinsten “Singularitdt” an, die immer auf dem (0,a,a*/2,a%/3, a4/4, L) e Z a" 2" /n=—log(l —a-2)
Konvergenzkreis |z| = pg, liegt (in den uns interessierenden Fillen auch n>1
immer auf der positiven reellen Achse) -1
— Plog = / |a|
17 18

) Besonders wichtiges und instruktives Beispiel: binéire Bdume
e harmonische Zahlen

— ¢, = Anzahl der bindren Biume mit n inneren Knoten

1
(0,1,3/2,7/4,...,Hp,...) < H(z) = E H, 2" = -log
1—2 C(2) =Y pzpCn 2" =1+ 24222 + 525 + 1424 + 4225 4 - -

3

\%

_
|

—pa =1 — Wie schnell wichst ¢, fiir n — co?

e Fibonacci — Rekursionsgleichung (folgt direkt aus der Definition)

z z
(0,1,1,2,3,5,8,...) & F(z) = Y _ fn2" = S = _ n
n20 Lmemsz (17¢Z)(17¢2) CnJrl:ZCi'cnfi (7’7/20),00:1
—pr=1/¢p=¢—1=0.62803... =0
e Mittlere Binomialkoeffizienten — Aquivalente Funktionalgleichung
2
(1,2,6,20,...) & B(z) = Y _ ( ") =V1—-4-z C(z) =1+2z-C(2)°
n

n>0

Losung der quadratischen Gleichung

(4—en'e (2:) LAt eom Oz) = 1-VI—4%

2z

— pp = 1/4, also

(genauere Aussage mittels STIRLINGs Formel)

19 20



— Konvergenzradius
pCc = 1/4

also

a.e.

A—e" Cen < (At

— genauere Aussage durch Reihenentwicklung mittels NEWTONs
Binomialreihe (fiir z € R)

Q+2)"=> (Z) *  wobei (2) _z@—1)- nfz —n+1)

n>0

— CaraLans Formel (vgl. HEUN, GA, Abschnitt 7.7.2)

C(z):ﬂzz 1 <2n>zn sl 6, = - <2n

2z n20n+1 n n+1\n

= Aufgabe 11.2 fiir asymptotische Aussage

21

Die Betrachtung von (einfachen) divide-and-conquer-Situationen fiithrt auf
Rekursionen vom Typ

Cm:a'cmfl""fm

Fiir die Potenzreihen

bedeutet das

also

23

)

Variation des Beispiels: unére-binéire Baume

— sind definiert wie binire Baume, aber innere Knoten kénnen auch nur
einen Nachfolger haben

— m,, = Anzahl der uniren-bindre Baume mit n + 1 Knoten
— (mp)n>0 = (1,1,2,4,9,21,51,...)
— es gibt keine “einfache Formel” fiir m,,

— fiir M(2) =3, 50mMn 2" gilt wegen M (2) =14 z- M(z) + (z- M(2))?

1—2—+1—2z—322
M(z) = 5,7

— wegen 1 — 2z — 322 = (1 + 2)(1 — 3z) ist ppr = 1/3, also

a.e.

B-6"<en < (B+6)"

— genauer gilt

22

und Koeffizientenvergleich liefert die bekannte Formel

m

Cm = Zamik fk

k=0

Fiir das Produkt

Zhgzezh(z)Zf(Z)’g(Z): mezm.zgnzn

>0 m>0 n>0

von Potenzreihen gilt

pr = min{py, pg}
Also wird das exponentielle Wachstum von (h¢)e>o bestimmt von
o py, falls pr < pgy
e pg, falls pr > pg

* ps(= pg), falls py = pg

24



Fiir die divide-and-conquer-Situation ¢(z) =

- f(2) sind also prinzipiell

l—az
drei Situationen mdoglich

e pr>1/a, also
pe=1/a und somit ¢, € ©(a™)

Die overhead-Kosten haben gegeniiber den Kosten fiir die a™
Elementarprobleme einen vernachlissigbaren Anteil

o pr<l/a
pe = py und somit ¢, € ©(p;™)

Die overhead-Kosten haben gegeniiber den Kosten fiir die a™
Elementarprobleme einen dominierenden Anteil

e py=1/a
Dann ist p. = 1/a, aber die overhead-Kosten sind erheblich und machen
sich in einem subexponentiellen Faktor zu ¢™ bemerkbar.

25
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1 Losungstypen fiir die divide-and-conquer-
Rekursion t(n) = a-t(n/b) + f(n)

1.1 Vorbemerkung

Rekursiongleichungen dieses Typs werden in vielen Biichern iiber Komple-
xitatsanalyse behandelt. Besonders herauszuheben ist die sehr griindliche
Abhandlung in den Abschnitten 4.3/4.4 von CORMEN / LEISERSON/RIVEST,
wo dies als “Master Method” bezeichnet wird. Dort wird allerdings der ex-
plizite Bezug auf den Konvergenzradius von Potenzreihen vermieden.

1.2 Die anschauliche Bedeutung solcher Rekursionen

In vielen Fallen fiihrt die Analyse von divide-and-conquer-Algorithmen auf
Rekursionsgleichungen des folgenden Typs:

t(n) =a-t(n/b)+ f(n) , #(1)=f(1)>0 (1)

Hierbei soll b ganz und > 2 sein, a > 0 und f(n) > 0.

Die anschauliche Bedeutung dieser Rekursion: ¢(n) beschreibt die Kosten
fiir die Ausfithrung eines Algorithmus bei Problemgrofie n. Probleminstanzen
dieser Grofie werden bearbeitet, indem sie in a Teilprobleme (gleichen Typs)
der Grofle n/b zerlegt werden (und dies Vorgehen wird rekursiv weitergefiihrt,
bis Probleme der Griofie 1 erreicht werden).! Mit f(n) wird der overhead
beschrieben, der bei dieser Zerlegung in Teilprobleme und der Synthese des
Ergebnisses aus den Losungen fiir die Teilprobleme benétigt wird (vgl. etwa
die Prozedur merge bei mergesort).

Das Ziel der Untersuchung von Rekursionen wie (1) wird es sein, Informa-
tionen iiber das Wachstumsverhalten der Losung ¢(n) in Abhéngigkeit von
a,b und der overhead-Funktion f(n) zu erhalten. Die Erfahrung lehrt, dafl
man oft iiber das Verhalten von f(n) nur ungenaue Kenntnis hat, daf aber
auch bei expliziter Kenntnis von f(n) eine explizite Losung fiir ¢(n) nicht
moglich ist, aus der man deren Wachstumsverhalten direkt ablesen konn-
te. Daher muf} es das Ziel sein, auch aus ungefihrer Kenntnis der Funktion

In der Praxis ist es oft so, daB man diese rekursive Bearbeitung nicht bis zur
kleinstméglichen Problemgréfie treibt, sondern vorher schon auf (nicht-rekursive) Algo-
rithmen umschaltet, die fiir kleine Problemgrofien besser sind als das rekursive Verfahren.
Fiir die Resultate, die hier interessieren, hat das keine Bedeutung.

f(n), also beispielsweise iiber deren Wachstumsverhalten im Sinne einer ©-
Aussage, entsprechende Aussagen iiber die Losungsfunktion t(n) zu gewin-
nen.

Es macht zunéchst nur Sinn, diese Rekursion (1) fiir Argumente zu be-
trachten, die Potenzen von b sind — allerdings bleiben alle Aussagen richtig,
wenn n — t(n) monoton steigend ist. Man setzt also

tm = t(0") |, fmi=f0") , m=0,1,2,3,...

und faft diese Zahlen zusammen, indem man sie als Koeffizienten in Potenz-
reihen steckt :

(=)=t 9(2) =Y "

m>0 m>0

1.3 Warum Potenzreihen?

Es ist eine fundamentale Einsicht der Analysis, daf ein enger Zusammenhang
zwischen dem Konvergenzradius K, einer Potenzreihe g(2) = >, -, g, 2" und
dem Wachstumsverhalten der Koeffizientenfolge (g,)n>0 besteht:

Kyt = Tl
was man fiir unsere Zwecke besser so ausdriickt?:
fiir alle € > 0 gilt
(K" = €)" <io |9n] <ae. (B, +¢)"

wobei die linke Ungleichung fiir unendlich viele n gilt (i.0. = in-
finitely often), wihrend die rechte Ungleichung fiir fast alle n gilt
(a.e. = almost everywhere).

Das heif3t also: der reziproke Konvergenzradius K g ! beschreibt den ezponen-
tiellen Anteil am Wachstumsverhalten von (g,)n>0. (N.B. Dies gilt auch, falls

2Die Bezeichnung lim liest der Mathematiker als limes superior und schreibt dafiir oft
auch lim sup. Jede Folge (2,)n>0 von reellen Zahlen hat einen (eindeutig bestimmten)
limes superior, der allerdings auch unendlich sein kann. In unserer Situation entspricht
das einem Konvergenzradius K = 0.



K, = 0 oder K, = oo ist: dann wéchst (g,)n>0 stérker bzw. schwicher als
jede Exponentialfunktion.) Noch anders ausgedriickt:

vl |gn| = K;n 'gn
wobei n — g, eine Folge ist, die den subexponentiellen Anteil am Wachs-
tumsverhalten von (g,),>0 beschreibt:
Ve>0 : (1—6)" <io |Gn] <ae (L+€)"

(d.h. die Potenzreihe §(z) = >, gn 2" hat Konvergenzradius Kj = 1).
Eine leichte Rechnung zeigt, dafl die Rekursionsbeziehung (1) dquivalent
ist zu der funktionalen Beziehung

1
1—az

7(z) =

-9(2) (2)

und dies wiederum ist dquivalent zu der Summendarstellung
tm=>_ fra™™ (m>0) (3)

1.4 Fallunterscheidung und Lésungstypen

Die funktionale Darstellung (2) sagt uns sofort, daf drei verschiedene Situa-
tionen auftreten kénnen — beachte dabei, dafi 1/a der Konvergenzradius der
geometrischen Reihe 1/(1 —az) =}, ((az)" ist:

o K, > 1/a, d.h. es wird K, = min(Ky,1/a) = 1/a sein und das expo-
nentielle Wachstum von (t,)m>0 wird durch a™ bestimmt. Heuristisch
bedeutet dies, dafl die overhead-Kosten, ausgedriickt durch die Funkti-
on ¢(z), am Wachstum der Gesamtkosten nur einen subexponentiellen
Anteil haben, also fiir groe Probleminstanzen zu vernachléssigen sind.
Beachte: a™ gibt die Anzahl der schliellich zu bearbeitenden Elemen-
tarprobleme der Grofle 1 an, und die Gesamtkosten verhalten sich im
wesentlichen proportional zu dieser Zahl.

o K, =1/a, d.h. es wird auch hier K, = min(Ky,1/a) = 1/a sein, und
das exponentielle Wachstum von (¢,,)m>0 wird also durch @™ bestimmt
— allerdings mit dem Unterschied, dal hier auch die overhead-Kosten
zu den Gesamtkosten wesentlich beitragen.

3

e Ky < 1/a, dh. es wird K, = min(Ky,1/a) = K, sein und das ex-
ponentielle Wachstum von (t,,)m>0 wird durch K™ bestimmt. Hier
gehen die Gesamtkosten fast ausschlieflich zu Lasten des overheads.

Nach diesem qualitativen Uberblick nun die genauere Diskussion der
Losungstypen:

1. Der Fall K, > 1/a:
Dieser Fall tritt beispielsweise ein, wenn f(n) € O(n*) ist und a > b*.
In jedem Fall gilt:

m m 1
cm—i m g
m = E jz a =a - E fl -
a
i=0 i=0

und es ist "
peSnt<oler
da ja ¢(2) fiir z=1/a konver(;;iert. Also gilt
m € O(a™)
und, wenn man dies durch n = ™ ausdriickt:
t(n) = t(b™) =t € O(a™) = O(n'&r?)

2. Der Fall K < 1/a:
Betrachten wir hier den “typischen” Fall, daﬁ f ( ) €
a < b*. Aus einer Abschitzung f(n) < c¢-n*, dh. f,, <

mit Hilfe von (3):
t < - b™F ’ i '
> (bk)

und die rechts stehende geometrische Reihe konvergiert fiir m — oc.
Dabher also

O(n ) 1st mit
c- , wird

tm € O((B™F) , also t(n) € O(n*)
Andererseits ist t,, > f, also insgesamt, wenn man es durch n = o™
ausdriickt:
t(n) € O(n*)
Ist f nicht von der angegebenen Form, so muss man eventuell genauer
untersuchen, so wie das bei dem néchsten Fall geschieht:
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3. Der Fall K, = 1/a:

Dies ist der “kritische” Fall. Schreiben wir hier zunichst einmal

. om 7 . . F1/m
fm=2a"-fm , wobel lim f/™ =1
m—00

d.h. fm beschreibt den subexponentiellen Anteil des Verhaltens von f,.

Dann ist also
m

m
tm = Z fi a™ Tt =a" Z f’i
i=0 =0

und der subexponentielle Anteil des Verhaltens von t,, wird durch die
rechts stehende Summe beschrieben. Betrachten wir den Fall, wo b* = a
ist und

f(n) =c-n*-(logyn)? fiir n > 1,q reell

Dann ist also
fm=cb™ ot dh. fp=c-m? (m>0)
Hier sind wiederum drei Falle zu unterscheiden:

(a) Fallg < —1: B
In diesem Fall konvergiert 1" f; = ¢ (f(1) + >, 49) fiir m —
oo und daher

t(n) = t(b™) € O(a™) = O(n'°# )
(b) Fallg=—1: }
In diesem Fall hat man es mit f(1) + >.i", fi = f(1) + cHy =
¢ logm zu tun, und deshalb:
t(n) € ©(a™ logm) = © (n'% *loglog, n)
(c) Fallg > —1: 5
In diesem Fall verhilt sich > 7" frn = f(1) + ¢ > it 17 wie ein
O(m4*!) und daher

t(n) € O(a™m*™) = © (n'= (log, n)'*)

1.5

Beispiele

Hier nun einige Beispiele:

2.1

t(n) =t(n/2) +c = t(n) € O(logn)

t(n) =2t(n/2) +cn = t(n) € O(nlogn)
t(n) = 2t(n/2) + ecn® = t(n) € O(n?)

t(n) =4t(n/2) +cn® = t(n) € O(n*logn)

t(n) =Tt(n/2) +cn® = t(n) € O(n's27)

t(n) =2t(n/2) +logn = t(n) € O(n

t(n) = 3t(n/2) + nlogn = t(n) € O(n'e2?)
t(n) = 2t(n/2) +nlogn = t(n) € O(nlog’n)

t(n) = 5t(n/2) + (nlogn)? = t(n) € O(n'*2°)

Einige weitere Beispiele und Bemerkungen
zu Potenzreihen und dem Wachstumsver-
halten der Koeffizienten

Beispiele

. Geometrische Reihe:

g(z)=1/(1—az) = Z(a z)" mit a >0

n>0
Hier ist Ky, = 1/a und der subexponentielle Anteil g, an der Koeffizi-
enten g, = a” ist konstant = 1.
Betrachtet man beispielweise das Quadrat von g(z):

g2 =P =Y+ ae

n>0 n>0

so sieht man, daB auch g(z)? den Konvergenzradius K2 = 1/a hat,

denn gf? ) = (n+1) a™ wichst exponentiell wie a™. Der subexponentielle

Anteil ist hier gﬁ,” =1+n.



2. Logarithmische Reihe:

hz)=—log(l—az)= Z(a z)"/n mit a > 0.

n>1

Hier sind die Reihenkoeffizienten h,, = a"/n, der Konvergenzradius
ist, wie bekannt, Kj, = 1/a, und der subexponentielle Anteil betragt
hy =1/n.

. CATALAN-Zahlen (sehr wichtiges Beispiel):

c(2) :chz”: (1-V1-4z) /22

n>0

Die Koeffizienten von ¢(z), die sogenannten CATALAN-Zahlen ¢,,,n > 0,
verdanken ihre Bedeutung fiir die Informatik der Tatsache, daf} sie die
Anzahl der vollsténdigen bindren Baume mit n inneren Knoten (also
n+ 1 duBeren Knoten) angeben. Eine intime Kenntnis von Eigenschaf-
ten dieser Zahlen ¢, ist fiir Komplexitatsanalysen von Algorithmen, die
sich mit Baumen befassen, unerlésslich. Unter den vielen anderen Be-
deutungen dieser Zahlen, die deren Wichtigkeit unterstreichen, findet
man die Anzahl der korrekten Klammerausdriicke iiber einem Alpha-
bet, bestehend aus einem Klammerpaar. Anders ausgedriickt: ¢, ist die
Anzahl der Wérter der Lange 2n der sogenannten DyCK-Sprache, also
der wichtigsten kontextfreien Sprache iiberhaupt.

Es ist nicht schwer, aus einer dieser “kombinatorischen” Bedeutungen
von ¢, eine rekursive Beziehung herzuleiten:

-1
Cp = i:ci cCpeic1 (n>0), =1
i=0
die aquivalent ist zu der Funktionalgleichung
c(z) =142 c(z)?
Da dies eine harmlose quadratische Gleichung ist, kann man sie explizit

16sen:
1—+/1—-4z

() = 2z

und die Reihentwicklung der Wurzel liefert eine explizite Formel

1 2n
C =
" n+1\n

Daraus (wie auch aus der obigen Rekursion) kann man die ersten Werte
schnell berechnen:

(Ca)nso = (1,1,2,5,14,42, 132,429, .. )

Die Frage, wie schnell diese Folge wichst, ldsst sich dank der expliziten
Formel und der STIRLING-Formel fiir n!

n! ~ (E) Vamn
e
leicht beantworten:
1 471,
n+1+/mn
und dies zeigt, daBl das exponentielle Wachstum durch 4" gegeben ist

— es ist also K, = 1/4 — und daB der subexponentielle Anteil am
Wachstum

s
Cn R

1

O) n73/2
v <o)

Cn =

betragt.

2.2 Zur Bedeutung des Konvergenzradius

Ist a(z) = >,500n 2" eine Potenzreihe und K, ihr Konvergenzradius, so
bedeutet das, dal auf dem Kreisrand

{z€C; |z| =K, }

in der komplexen Ebene etwas vorkommt, was den Konvergenzradius der Rei-
he daran hindert, grofier zu sein: (mindestens) eine Singularitit zo der Funk-
tion a(z). Anders formuliert: der Konvergenzradius K, ist der Radius der
groBiten Kreises um den Nullpunkt, der in seinem Innern keine Singularitét
der Funktion enthélt. Der Begriff Singularitit kann hier nicht eingehender
erortert werden. Dies prizise zu behandeln ist eine Aufgabe der komplexen
Analysis, der Funktionentheorie. Hier soll es geniigen, dies anhand der vorigen
Beispiele zu illustrieren:



1. Geometrische Reihe:

An der Stelle zy = 1/a ist der Ausdruck 1/(1 — a z) nicht definiert; es
handelt sich um eine sogenannte Polstelle der Funktion. Polstellen sind
Singularitéiten eines einfachen Typs.

Allgemein gilt folgende Aussage: ist f(z) = p(z)/q(z) eine rationale
Funktion, d.h. sind p(z), ¢(z) Polynome mit (komplexen) Koeffizienten,
so sind die Singularitéten von f(z) genau die Nullstellen des Nenner-
polynoms ¢(z) (vorausgesetzt, dafl die beiden Polynome p(z) und g¢(z)
keinen gemeinsamen Teiler (= keine gemeinsame Nullstelle) haben. Der
Konvergenzradius von f(z) ist der kleinste Absolutbetrag einer Null-
stelle von ¢(z). Ist also

Fe) =Y e =22

= q(2)

eine rationale Funktionen, so kennt man das exponentielle Wachstums-
verhalten der Folge (f,)n>0, wenn man die betragsméBig kleinste Null-
stelle von ¢(z) kennt.

2. Logarithmische Reihe:

An der Stelle zg = 1/a ist auch — log(1—a z) nicht definiert. Es handelt
sich hier um eine sog. logarithmische Singularitdt.

3. CATALAN-Zahlen:

Hier ist die Situation etwas subtiler: an der Stelle zp = 1/4 wire der
funktionale Ausdruck ¢(z) = (1 — /1 — 42)/(2z) durchaus sinnvoll zu
definieren. Um zu sehen, daf} hier etwas “passiert”, muss man sich ver-
gegenwirtigen, dafl |/ eine mehrdeutige Funktion ist: |/y ist ja defi-
niert als die Losung(en) der Gleichung 22 = y, und davon gibt es zwei
verschiedene, aufer wenn y = 0 ist. Eine algebraische Gleichung ( =
Polynomgleichung) n-ten Grades (in z) p(z,y) = 0 hat (fiir festes y) in
der Regel n verschiedene Losungen. Werte y, wo dies nicht der Fall ist,
nennt man algebraische Singularititen. Auch diese kommen als “Verur-
sacher” eines Konvergenzradius in Frage, so wie man das bei ¢(2) sieht,
wo y = 1/4 algebraische Singularitét ist.

Bei all diesen Beispielen sieht man, daf sich die “Singularitit kleinsten
Absolutbetrages”, die also den Konvergenzradius bestimmt, auf der positiven
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reellen Achse befindet. Das ist kein Zufall! Es gilt allgemein der Satz: hat eine
Potenzreihe nichtnegative reelle Koeffizienten, so befindet sich eine Singula-
ritdt kleinsten Absolutbetrages auf der positiven reellen Achse (falls nicht der
Konvergenzradius unendlich ist, d.h. iiberhaupt keine Singularitéiten im end-
lichen Bereich vorhanden sind). Das ist fiir die Komplexititsanalyse eine gute
Nachricht, denn da sind die Koeffizienten von Natur aus nichtnegativ! Um
das exponentielle Wachstumsverhalten einer Folge (a,),>o von “Kosten” zu
kennen, muff man also nur a(z) = >, ., a, 2" auf der positiven reellen Achse
untersuchen und dort die kleinste “verdichtige” Stelle ausfindig machen.

Ein instruktives Beispiel zu diese Aussage: Bezeichne m,, die Anzahl der
unér-bindren Bdume mit genau n + 1 Knoten. Das sind also Béume, deren
Verzweigungsgrad bei den inneren Knoten entweder 1 oder 2 betrégt. Die
treten natiirlicherweise da auf, wo man es mit arithmetische Ausdriicken
zu tun hat, bei denen sowohl einstellige wie zweistellige Operationssymbole
auftreten. Die ersten Werte sind

(mn)nz() = (1 1,2,4,9,21,51,.. )

Im Gegensatz zu der Situation bei den CATALAN-Zahlen gibt es hier keine
einfache Formel fiir die m,,. Das einfachste, was man sagen kann ist

[n/2] n
m=3 ()

k=0
und wie man daraus etwas iiber das Verhalten fiir n — oo erfahren soll, ist
nicht so klar. Man kann aber (entweder mit Hilfe dieser Summenformel und
dem, was man iiber die CATALAN-Zahlen weif}, oder aber direkt aus dem Mo-
dell der unér-bindren Baume) eine Darstellung der zugehérigen Potenzreihe

herleiten:
1—z—+1=2z—322
m(z) = Zmn 2" = - S

B 272

n>0

Die kritischen Punkt ist dort, wo der Term unter der Wurzel 0 wird. Nun gilt
aber
1-22-322=(1+2)(1-32)

d.h. kritisch sind die Werte zp = —1 und z; = 1/3. Dabei ist 2z, = 1/3
der betragsmiissig kleinste Wert, als ist der Konvergenzradius von m(z) der
Wert K, = 1/3 und man weifl ohne weitere Rechnerei, dafl das exponentielle
Verhalten von (my,), > 0 durch 3" gegeben ist.
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Durch stirkere Methoden, die im ndchsten Abschnitt nur angedeutet wer-
den, erhdlt man genauere Auskunft auch iiber den subexponentiellen Anteil:

3
4mn3

m, ~ 3"

2.3 Stirkere Methoden

Die obigen Ausfithrungen sollen zeigen, dafl man mit Hilfe des Konvergenz-
radius einer Potenzreihe oft mit recht elementaren Mitteln zu Aussagen iiber
das Wachstumsverhalten einer Folge von reellen Zahlen kommen kann —
zumindest was den exponentiellen Anteil am Wachstum betrifft. Diese er-
freuliche Feststellung lisst aber gleichzeitig zwei (miteinander verwandte)
Fragen unbeantwortet:

e Wie erfilhrt man etwas genaueres, quantitatives iiber das Verhalten des
“subexponentiellen” Anteils?

e Was macht man eigentlich, wenn der Konvergenzradius unendlich ist
— bei Funktionen also, deren Potenzreihenentwicklung in des gesam-
ten komplexen Ebene konvergiert? (Solche Funktionen, zu denen so be-
kannte Beispiele wie Polynome, Exponentialfunktion, Sinus usw. gehoren,
nennt man auch ganze Funktionen).

Wiederum kann es hier nur um eine Andeutung gehen. Praktisch alle
Methoden zur Beantwortung dieser beiden Fragen (“Sattelpunktmethode”,
“Methode von Heyman/Richman”, “Transfermethode”, ...) bedienen sich ei-
nes ganz zentralen Resultates der Funktionentheorie, der sog. Integralformel
von CAUCHY: Ist f(z) eine “analytische” Funktion, d.h. hat f(z) eine Po-
tenzreihenentwicklung

@)=Y fa"

n>0
die in einer Umgebung des Nullpunktes konvergiert, so gilt

o= REYEIOF

2mi | antl

(n>0)

wobei § fiir ein komplexes Kurvenintegral steht, bei dem sich der Integrati-
onsweg einmal im Gegenuhrzeigersinn um den Nullpunkt herumwindet, dabei
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aber natiirlich im Definitionsbereich von f(z) verbleibt. Um den Zusammen-
hang mit vorher Gesehenem herzustellen, und um zu motivieren, warum es
Sinn machen konnte, solche Dinge zu betrachten, hier eine ganz simple An-
wendung:
Wihlt man als Weg um den Nullpunkt einfach den Kreis mit Radius
r >0, also
{z€C; |z|l=r}t={r-e¢?;0<¢<2r}

wobei 7 < K sein soll, so gilt

L[ f(z) L[ f(r-e?)
- - e >
fn omi ) antl dz 2mr Jo eind do (n20)

Bezeichnet nun M, (f) := max, -, |f(z)| das Maximum von f(z) entlang
dieses Integrationswegs, so erhélt man

1 | M, M,
5l <5 / (I)‘ dp = M)
T Jo e r
und das besagt ja gerade
|[fal € OGr")

fiir jedes » mit 0 < r < K. Dies ist also nichts anderes als die eine Seite der
Abschiitzung aus dem Wachstumskriterium mittels Konvergenzradius.
Speziell der Fall f(z) = e* liefert wegen f,, = 1/n!

1 e’

o<
[
und dies gilt fiir alle r > 0, da ja der Konvergenzradius von e* unendlich ist.
Also

und das ist ein Schritt in Richtung auf die Formel von STIRLING.

Um diesem ersten Schritt noch einen zweiten folgen zu lassen: hier ist
ein “Rezept”, wie man in vielen Féllen bei Reihen f(2) = Y ., fn 2" mit
unendlichem Konvergenzradius (K; = oo) etwas iiber das Wachstum der
Koeffizientenfolge (f,)n>0 erfahren kann:

- sel a(z) ==z f'(2)/f(2) und b(z) := z - d'(2)

12



- berechne r,, > 0 mit a(r,,) = n (unter verniinftigen Bedingungen ist 7,
eindeutig bestimmt)

- dann gilt
_ )
riy/2mb(ry,)
Also kleine Anwendung und Ilustration: mit f(z) = e* ist a(z) = z und
b(z) = z, rp, = n (n > 0) und somit
1 - el
nl /2

und das kommt der Wahrheit der STIRLING-Formel schon ein gutes Stiick
naher.

frn =~

2.4 Literaturhinweise

Wer einmal sehen will, wie die hier nur angedeuteten Methoden funktionie-
ren, wofiir man sie einsetzt, bis hin zu Systemen der automatischen Komple-
xitatsanalyse von Programmen, kann sich in dem folgenden Artikel informie-
ren, der seinerseits reichhaltige Information iiber grundlegende mathemati-
sche und weiterfiihrende Literatur enthélt:

P. Flajolet, B. Salvy, P. Zimmermann : “Automatic average case
analysis of algorithms”, Theoretical Computer Science, Band 79
(1991), 37-109.

Ein Tutorial zu diesem Thema (ohne Beriicksichtigung der neuesten Metho-
den der automatischen Analyse) enthélt der Beitrag

P. Flajolet : “Mathematical methods in the analysis of algorithms
and data structures”, in: E. Borger (Hrsg.), Trends in Theoretical
Computer Science, Computer Science Press, 1988, 225-304.
Gruppenbibliothek Informatik: 14GI/mat 7.2-520.

SchlieBlich ein enzyklopédischer Handbuchartikel zum Thema:

J.S. Vitter und P. Flajolet : “Average case analysis of algorithms
and data structures”, Kapitel 9 im Handbook of Theoretical Com-
puter Science, herausgegeben von J.v. Leeuwen, Elsevier, 1990,
Band A, 432-524.

Gruppenbibliothek Informatik: 14GI/mat 7-31.
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Das Lehrbuch zum Thema:

R. SEDGEWICK, P. FLAJOLET, An Introduction to the Analysis
of Algorithms, Addison-Wesley, 1996.
Gruppenbibliothek Informatik: 14GI/mat 12.2.3-1004
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Bindre Baume Bindre Baume

Definition

Definition

Binare Baume

Ubliche Darstellung von Binarbaumen:
Baume mit Wurzel, wobei jeder Knoten zwei oder keinen Knoten
als (geordnete) Nachfolger hat.

B : Menge der bindaren Baume, rekursiv definiert durch die Regeln: » zwei Nachfolger: mit O bezeichnete inneren Knoten,
» []ist ein bindrer Baum » kein Nachfolger: mit [_] bezeichneten usseren Knoten
» sind t;, t, binire Biaume, so ist auch t = (), ty, t,) ein binarer (Blatter).

Baum

» []ist ein bindrer Baum, der nur aus einem einzigen
(dusseren) Knoten besteht;

> t = (O, tg, t,) ist ein Baum mit Wurzel O, an die zwei binire
Baume t, und t, als linker bzw. rechter Teilbaum angehangt
sind.

» nur das, was durch die beiden vorigen Regeln erzeugt werden
kann, ist ein bindrer Baum

Bindre Baume Bindre Baume
Definition Lineare Codierung

Lineare Codierung von Binarbbaumen

Beispiel (Worter iiber dem Alphabet { O, [1})

code([]) = [JJ
code((O, ty, tr)) = O code(t;) code(t,)

Entsprechend:
Generierung mittels einer kontextfreien Grammatik in BNF Gg mit:

— Variablensymbol B (auch Startsymbol)
— Terminalsymbolen [] und O

— Produktionen

B— [1]0OBB



Bindre Baume Bindre Baume
Lineare Codierung Lineare Codierung

code(t,) =

ti Otfv

Bemerkungen:

» streicht man in jedem von Gg erzeugten Wort das letzte
Symbol und identifiziert man

O ~ “linke Klammer" [~ “rechte Klammer",

so entsprechen diese Worter genau den wohlgeformten

ocoogOoon, Klammerausdriicken entsprechender Linge.
clolnlelninlelnln » die von Gp erzeugte Sprache ist kontextfrei, aber nicht regular
(O code(ty) code(t,)

= 0000 OOooooooooOooda

Bindre Baume Bindre Baume
Struktur und Anzahl Struktur und Anzahl

Notation

Struktur und Anzahl

: innere Knoten von t € B (internal)

» [] hat keine inneren Knoten » Strukturelle Aussage
» (O, te, t,) hat als innere Knoten die Wurzel (), die inneren
Knoten von t, und die inneren Knoten von t, By = {D}
: dussere Kno.t.en (Blatter) von t € B (external) Boi1 o (Bo X By) U (Bi % By_1) U (Bs X Bp_a)U--- U (By x Bo)
» [] hat [] als dusseren Knoten
» (O, ty, t,) hat als dussere Knoten die dusseren Knoten von t, = H—J By x Bh_k
und die dusseren Knoten von t, 0<k<n

» B, : Menge der Bindrbdume mit n inneren und n+ 1 dusseren



Bindre Baume Bindre Baume
Struktur und Anzahl Einfache Parameter

Parameter fiir Binarbaume

» i(t) = Anzahl der inneren (“internal”) Knoten von t:
» SEGNERs Formel

_ 0 falls t = []
=1 i(t) = : :
14+i(t) +i(t,) fallst = (O, t,)
Chtl1 =CQ Cht+Cl-Ch1t+C-Ch2+---+Ch-C

» e(t) = Anzahl der dusseren (“external”) Knoten von t:

» CATALANs Formel 1 falls t = [
e(t) =
1 /on 4n e(t)) + e(t,) falls t = (O, t;, t,)
o))
n+l\n n > s(t) =i(t) + e(t) = Grosse (“size”) von t:
1 falls t = []
s(t) =
1+s(t)+s(t,) fallst= (O, t,t)

Bindre Baume Bindre Baume
Einfache Parameter Einfache Parameter

> h(t) = Hohe (“height”) von t- Beziehungen zwischen den Parametern

h(t) = {0 alls E= DQ Fiir alle bindren Baume t gelten folgende Aussagen:
L+ max{h(te), h(t)} falls t = (0, t, &) > e(t) = i(t) + 1, und damit s(t) =2 i(t) +1 = 2- e(t) — 1

Beweis:
t* <O tf? >
PN () - i(h=1-0=1

e({O, te, tr)) — i({ O, te, tr)) = e(te) + e(t;) — (i(te) + i(t:) + 1)
= e(ty) — i(te) +e(t;) —i(t,) — 1
=1+1-1=1




Bindre Baume Bindre Baume

Einfache Parameter Einfache Parameter

> e h(t) | also log e
> h(t) < (1) (£) < 279, also log e(t) < h(t)

) Beweis:
Beweis:

() =1=20=2h(LJ)
e(< O: ty, tr)) = e(tg) -+ e(tr)
< 2h(te) 4 2h(t)

h(O)=0=i(0)
h((O, t, t,)) = 1+ max{h(t;), h(t,)}
< 1+ max{i(t),i(t,)} < 5. pmax{h(te),h(t:)}
<1+i(te) +i(tr) j

=i((O, ty, 1))

_ 21—|—max{h(tg),h(tr)}

= 2h(< Oa te, tr>)

Bindre Baume Bindre Baume
Einfache Parameter Weglinge

Hohe von Knoten Innere und dussere Weglange
» innere Weglange von t :
wi(t) = ) h(a,t)

h(a, t) = Hohe von a in t = Abstand von a zur Wurzel von t a€l(t)
» dussere Weglange von t :

we(t) = Y _ h(at)

» Firae I(t)UE(t):

» rekursive Beschreibung:

acE(t)
A(L], L) =0 » mittlere innere Weglinge von t :
0 a= Q0O W(t) = V;/I((t;)
2 <O, )= :E: g :l_l_i z E EEZ; 5 ;EZ)) > mittlere dussere Weglinge = mittlezre) Hohe :
— Welt

O ="c)



Bindre Baume
Weglédnge

Beispiel
1= <Ov tfa tr>

> Allgemein gilt: we(t) = w;(t) + 2i(t)




Bindre Baume Bindre Baume

Bindre Suchbidume

Bindre Suchbdume

Binare Baume mit Bewertung Bindre Suchbaume

» Ein Paar (t,v) mit t € B, v : [(t) — A heisst
bindrer Suchbaum uber A, wenn

> A totalgeordnete Menge (z.B. Z,R,...) - e (O () comll v = b = e Fildten), edtr
» Firt = (O, t;,t,) € Bund v : I(t) — A sei » t= (O, ty, t,) mit v(O) = a und
1. (te, v¢) ist ein bindrer Suchbaum iiber A, ={b€ A; b < a}
ve: I(te)) = Atar v(a) 2. (t,,v,) ist ein bindrer Suchbaum iiber A5, ={b € A; b > a}
Ve I(tr) = Az ar v(a) Insbesondere gilt also

maX;ei(t,) v(i) <v(O)=a< Minje(t,) v(i)
» BS(A) : Menge der bindren Suchbiume iiber A
» BS,(A) : Menge der (t,v) € BS(A) mit t € B,

die Restriktion von v auf den linken bzw. rechten Teilbaum

Bindre Baume Bindre Baume

Suchen in bindren Suchbdumen

Suchen in bindren Suchbidumen

Bindre Suchbdume

Suche, ob ein gegebenes a € A in (t,v) € BS(A) vorkommt:
» falls t = []: FAIL
> falls t = (O, tp, t,)

» Struktur:

BS(A) = [H ({a} x BS(A<a) x BS(As.))

A
° > falls v(O) = a: FOUND
» falls v((O) > a: suche a in (t;, v¢)
» Anzahl: » falls v(() < a: suche ain (t,,v,)
A A 1 /2
tBSH(A) = (ﬁ ) “Cp = <ﬁ ) : 1( n) » Die (mittlere) innere Wegldnge von t ist ein MaB fiir den
n nj o n+lin (mittleren) Aufwand erfolgreicher Suche in t.

» Die (mittlere) dussere Weglange von t ist ein MaB fiir den
(mittleren) Aufwand erfolgloser Suche in t.



Bindre Baume

Suchen in bindren Suchbdumen

Bindre Baume

Suchen in bindren Suchbdumen

Rekursive Konstruktion von binaren Suchbiaumen

» Fiir eine Folge a = a1a>...a, € A" sei

a. : die Teilfolge der a; < ay,
a- : die Teilfolge der a; > a1

» Fiir die leere Folge ) sei bs(\) = (L], )
» Fiir a € A" wird bs(a) = (t, v) definiert durch

v(Q) = a1, bs(ac) = (tr, vi), bs(as) = (tr, v/)

» Ein sequentieller Algorithmus zur Konstruktion verwendet
sukzessives Einfligen bei erfolgloser Suche

Bindre Baume

Suchen in bindren Suchbiaumen

» Problem: wie gross ist der Aufwand fiir (erfolgreiche) Suche,
wenn man aus Daten sequentiell einen bindren Suchbaum
konstruiert hat?

» Wird a € A in den A-Suchbaum (t, v) (erfolgreich) gesucht,
so ist die Hohe h(b, t) des Knotens b € I(t) mit v(b) = a
relevant.

» Damit ist klar: es kommt sowohl auf das gesuchte Datum an,
als auch auf den Suchbaum (d.h. die Reihenfolge, in der die
Daten zur Konstruktion des Suchbaumes verwendet wurden).

Konstruktion des binidren Suchbaumes zu
a=(11,7,9,24,17,4,22,10,5,31)

Bindre Baume
Suchkomplexitat

Permutationsmodell

Fiir n (verschiedene) Daten € A betrachte alle n!
Permutationen als gleichwahrscheinliche inputs fiir die
Konstruktion eines bs.

Man kann annehmen, dass A= {1,2,...,n} und alle 0 € S,
inputs sind. Fiir 0 € S, sei bs(c) = (t7,v?), also t € B,,.

» Vorsicht: verschiedene o € S,, kdnnen denselben Suchbaum
liefern!
> v7 ist durch t? eindeutig bestimmt, also redundant!

Es wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach jedem der Daten
k €{1,2,...,n} gesucht

Fiir einen festen A-Suchbaum (t, v) ist die (mittlere) innere
Wegliange w;(t) bzw. w(t) = w;(t)/n das MaB fiir den
Suchaufwand.



Bindre Baume Bindre Baume
Suchkomplexitit Suchkomplexitat

Beispiel: die Suchbdume zu den Permutationen aus S3 > Gesucht ist

» Wir werden sehen: die w, erfiillen die Quicksort-Rekursion!

123 132 213

t t t

2
) o= = —1’ :0
Es gilt w, - g Wk +n wo

W,'(t123) _ W,'(t132) _ W,'(t312) _ W,'(t321) _ 37 W,'(t213) _ W,'(t231) -9

» Folgerung: der mittlere Suchaufwand bei bindren Suchbdumen

[
also im Permutationsmodell ist
1 3+3+2+2+3+3 8 1 8
= — 9 = = —7_ = — = = 1 2
=3 ; wi(7) 6 32T 3" Ty Wn = ~wy = (2+ =)H, — 4 € O(log n)
[oASTSX] n n

Bindre Baume Bindre Baume
Suchkomplexitit Suchkomplexitat

» Wie oft tritt jeder bindre Baum t € 3, bei der Konstruktion

. . 5 _
von bindren Suchb3umen auf” Zum Beweis:

> s =t{oc €S,; t7 =t} » Betrachte die Abbildung
» Behauptung: ,
5 — n! Sn 20+ (Pyoc,09) € (01"_"1) X Sgy—1 X Speoy
[Locir i(ta) . .
_ _ _ _ Dabei ist (mit o1 = k):

Dabei bezeichnet t, den Teilbaum von t mit Wurzel a > P, = {it, ... i1} C (i—’i) mit
» Beispiel: 0 =[5,1,3,2,7,6,4] € S7 erzeugt t? € B7 mit 2<i;<ip<...<ix_1 < ndie Positionen 2 < i < n mit

code(t’) = OOOO0OOOOCOOOCOOONO i < k

|dentifiziert man die Zahlen a € {1,...,7} mit den Knoten, > 0< = 00h - Ojy € Skt

> ng = (le - k)(ojz - k) e (Jjn—k o k) € Sp—k, wobei

J1 <Jj2 <...<jn—k < ndie Positionen 2 < j # n mit 0; > k
sind

an denen sie in t? stehen, so gilt

i(t1) =4,i(t2) =1,i(t3) = 3,i(ta) = L,i(ts) = 7,i(te) = 1
und i(t7) = 2 und es gibt 5,0 = 775275 = 30
Permutationen aus S7, die den gleichen bindren Baum
erzeugen.



Bindre Baume Bindre Baume
Suchkomplexitit Suchkomplexitat

» Diese Abbildung

o (PU,O'<, @Ul) S, — L—lj (l%_’i) X Sk—l X Sn—k
Beispiel

1<k<n
it eine Biiektion!
Spo0— (P070'<>U§Ul) € (02.._nl) X 801—1 X Sn—ol ® el.ne N Jexton . oo
1 » Es gilt fiir alle 0 € S, und mit 0y = o<, 0, = 03"}
mitn=9 _ <O $0¢ ta,>
> o= (6813795422’;'50 = = » Damit ist per Induktion fiir t € B, mit ty € Byx_1, t, € B,_«
> P, =(34789) € (%) —1
> =(213) e S3

(-1 (k _1)!  (n—k)!
(k=1 n= k) Tlaeiqe) i((t)a)  Tlber) i((t)s)

n!

B Hael(t) i(ta)

Bindre Baume Bindre Baume
Suchkomplexitit Suchkomplexitat

» Mit

» Beweis der Quicksort-Rekursion fiir die mittlere Weglange
H{o€Sn; t7 =t} 1

n:Bp—[0,1]: t— pp(t) = nl - Hael(t) i(t,) W, = % Z wi(t7) = Z pn(t) - wi(t)

wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p, auf B, definiert: sie 7 b

gibt fiir jeden bindren Baum € B, die Wahrscheinlichkeit an, = Z Z 1 Pk (tr) (wi(te) + wi(t,) + n)
mit welcher er bei der Konstruktion bindrer Suchbdaume unter kel tyeBrq !

dem Permutationsmodell auftritt. r€Bn—k

» Esgilt firt € B, mit ty € Bx_1, t, € B,,_ 2
g n 41 k=11 tr n—k :_;(WlirWn ktn—1)= nZWk+"_1
pn(t) = . Pr—1(te) - Pr—k(tr)



Quicksort und Suchbaume

In dieser Notiz soll dargestellt werden, daB es einen tieferen Zusammenhang zwi-
schen quicksort und dem bekannten Konzept der bindren Suchbaume gibt. Das quan-
titative Verhalten von quicksort leitet sich demnach aus Eigenschaften der Weglange

von Such- bzw. Prioritdtsbaumen ab. Dies gibt einen kleinen Eindruck von der in
jingster Zeit aufgekommenen Analysemethode der “randomisierten Suchbaume”.

1

Suchbiume und Prioritidtsbiume

Ist M C Z eine (endliche) Menge, so ist die Menge BST s der bindren

Suchbdume (“binary search trees”) iber M rekursiv definiert durch

- BST, = {0}
— falls ﬁ[x{ >1: BSTM = UmEM (BSTM<m X {m} X BSTM>m)

Dabei bezeichnet §§ den “leeren Baum”, und M<™ := {& € M;z < m},
M>" ={x € M;z>m}.

Eine binérer Suchbaum iiber M ist also ein mit den Elementen von M an den
Knoten beschrifteter Baum, bei dem fiir jeden Knoten gilt: die Beschriftung
dieses Knotens ist echt gréfier (kleiner) als alle Beschriftungen von Knoten des
an ihm angehéngten linken (rechten) Teilbaums.

Ist 4M = n, so enhdlt BST ) genau ¢, = #1(2:) Elemente (CATALAN-
Zahlen!), denn jeder bindre Baum mit n Knoten ldsst sich auf genau eine
Weise mit den Elementen von M so beschriften, dafl ein binarer Suchbaum
entsteht.

Ist M C Z eine (endliche) Menge, so ist die Menge BPT ps der bindren Prio-
ritdtsbdume (“binary priority trees”) iiber M rekursiv definiert durch

- BPTy:= {0}
— falls {M > 1 und m = min M :
BPTM = UM’(_:M\{m} (BPTM/ X {TH} X B'PTM\{,E}\M/)

Ein binédrer Prioritdtsbaum iiber M ist also ein mit den Elementen von M an
den Knoten beschrifteter Baum, bei dem fiir jeden Knoten gilt: die Beschrif-
tung dieses Knotens ist echt kleiner als alle Beschriftungen von Knoten der an
ihm angehéangten Teilbaume.

Ist M = n, so enhdlt BPT jr genau n! Elemente — es ist einfach, eine Bi-
jektion zwischen den Permutationen von M und den Elementen von BPT js
anzugeben.

Ist M C Z eine endliche Menge und # : M — Z eine injektive Abbil-
dung (“Prioritatsfunktion”), so gibt es genau ein ¢ € BSTy derart, daf
w(t) € BPT »(m). Hierbei bezeichnet 7(t) den mit den Elementen der Menge
7 (M) beschrifteten Baum, der aus ¢ dadurch hervorgeht, da man an jedem
Knoten die Beschriftung m durch ihre Prioritat 7(m) ersetzt. Dieser eindeutig

1

bestimmte Baum ¢t € BST 3y wird fiir spatere Verwendung mit a7 » bezeichnet.
Sein Bild 7 (tar,x) € BPT rary wird mit ¢, abgekiirzt.

Ist ¢ irgendein Baum (mit Wurzel), so bezeichnet man als Wegldnge w(t) von
t die Summe aller Langen von Wegen, die von irgendeinem einem Knoten von
t zur Wurzel fiithren, also die Summe aller Distanzen von Baumknoten zur
Wurzel. Eine dquivalente Formulierung:

w(t) =4{(z,y) ; z,y Knoten in ¢ mit z <, y }

wobei =<, die (strikte) Vorgangerordnung in ¢ bezeichnet.
Fiir Binarbaume ¢ gilt offensichtlich

(t)_{o falls t = §)
= V() + w(t”) + 4 + 417 falls t = (¢, 5, 1")

Mittlere Weglange in Prioritdtsbdumen

Auf Grund ihrer rekursiven Definition lassen bindre Prioritdtsbaume folgende
Zerlegung zu:

ist + € BPT (1,...n41}, s0 entspricht diesem Baum ein-eindeutig ein
Tripel (M’ ty,ty) mit M' C {2,...,n+ 1}, t; € BPT 4, ymv} und
ty € BPT(,...n—tmy

Dabei entspricht die Menge M’ der Menge der Beschriftungen des linken Teil-
baumes von ¢, entsprechend ist {2,...,n + 1} \ M’ die Menge der Beschrif-
tungen des rechten Teilbaumes von t. Aus der Kenntnis von M’ und ¢; (bzw.
t3) kann man den linken (bzw. rechten) Teilbaum von ¢ durch entsprechende
ordnungstreue Umbenennung rekonstruieren.

Es geht nun um die mittlere Weglinge fir bindre Prioritdtsbaume mit n Kno-
ten. Sei also

wy, = Z teBPT{L___,n}w(t)
Aus der gerade beschriebenen Zerlegungseigenschaft und dem im vorigen Ab-

schnitt erwihnten Verhalten der Weglingen beim Ubergang zu den Teilbiumen

folgt

=3 () 3™ (u(ty) + w(ta) + 1 + bt2)

=0 \J/ t, 1

lauft.
Beachtet man nun ft; 4 ft; = n und bpty, := §BPT (1, 4y = k!, so erhélt man

Wpt1 = Z (;l) (wj ﬂbptn—j + ﬂthn Wn—j + 1 bptj bptn—j)

Il

s
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Fiir die mittleren Weglangen w,, := w, /n! gilt also

’ 2T

n+1 s

Wpt1 =N+

und dies ist gerade die quicksort-Rekursion!

Quicksort und binire Suchbiume

Ist M C Z eine endliche Menge und L eine Umordnung (permutation) von M,
so gehort zu jeder Exekution quicksort (L) ein bindrer Suchbaum 7 € BST yy,
der “splitter-Baum”. Induktiv beschrieben: zu der leeren Liste gehort der leere
Baum, zu einer Liste L = [a] der Lange 1 gehért der Baum mit einem Knoten,
der mit a beschriftet ist. Fiir eine Liste L der Lange > 2 wird split (L) aufge-
rufen — dies liefert ein splitting [L, s, L"], wobei das Element s der splitter ist.
Der splitter-Baum dieser Exekution besteht nun aus der Wurzel s und den bei-
den Teilbdumen 7" und 7", die zu den Exekutionen von quicksort(L’) bzw
quicksort L” gehoren. Wegen der randomisierten Arbeitsweise von split
werden verschieden Aufrufe quicksort(L) i.a. verschiedene splitter-Baume
erzeugen.

Die Anzahl der Vergleichsoperationen bei einem splitting L — [L’, s, L"] ist
fL—1=4L" +4§L" = 47" + 47"

Per Induktion erkennt man, daBl die Anzahl der Vergleichsoperationen bei
einem Aufruf quicksort(L) gerade die Weglinge des zugehorigen splitter-
Baumes ist:

Hz,y); 2 <y} =w(r)

Betrachten wir nun folgende Variante von quicksort, genannt deterministisches
quicksort mit Priorititsfunktion:

Wieder sei M C Z (endliche) Menge und L irgendeine Permutation von M.
Ferner sei # : M — Z eine Prioritatsfunktion.

dgqs(L,n) : der Ablauf ist wie bei quicksort (L), aber mit dem Un-
terschied, dafl bei jedem Aufruf split(...) das Element hochster
Prioritat (= kleinster Wert von =) der zu splittenden Teilliste zum
splitter gemacht wird.

Der zur Exekution von dgs(L,7) gehérende splitter-Baum ist ¢ps» ! (Siehe
ersten Abschnitt fiir die Definition von ¢57,). Daher gilt:

Die Anzahl der Vergleichsoperationen beim Aufruf dqs(L,x) ist
gleich der Wegldnge von tpr, (und das ist auch die Weglinge von
7,) — diese Anzahl héngt also nur von der Prioritatsfunktion = ab,
nicht von L.

e Betrachten wir schlieilich folgende Version von gquicksort, genannt quicksort

mit randomisierter Prioritdt:
Wieder sei M C Z (endliche) Menge und L irgendeine Permutation von M.

rqs(L) : falls M = n ist, wird zunéchst irgendeine Prioritatsfunk-
tion # : M — {1,...,n} gewéhlt, mit gleicher Wahrscheinlichkeit
fiir alle n! solchen Funktionen.. Dann wird dgs (L, #) exekutiert.

Die Anzahl der Vergleichsoperationen bei Exekution von rqs(L) ist also gleich
der Weglénge w(t,), und wenn = {iber alle Prioritatsfunktionen variiert, 1duft
tr iiber BPT (1 .. ). Daher gilt:

Fiir jede (!) feste Permutation L von M ist die mittlere Anzahl von
Vergleichsoperationen bei Aufruf von rqs(L) gleich der mittleren
Weglénge E[w(t),t € BPT (1. sany]-

Diese Aussage iibertragt sich dann natiirlich auch auf die Situation,
wo iiber alle moglichen Permutationen L von M gemittelt wird.

AbschlieBend ist zu bemerken, dal randomized quicksort rqs das bekannte
quicksort simuliert, indem die Zufallsauswahl der splitter, die ja {iblicherweise
bei Aufruf von split vorgenommen wird, in die vorab bestimmte Prioritats-
funktion 7 verlegt wird. Gleichverteilung bei Auswahl von 7 tUbertragt sich
auf die Gleichverteilung bei Auswahl der splitter. Deshalb gilt:

Fiir jede (!) feste Permutation L von M ist die mittlere Anzahl
von Vergleichsoperationen bei Aufruf von quicksort (L) gleich der
mittleren Weglinge E[w(t),t € BPT (1, sar}]

Diese Aussage iibertragt sich dann natiirlich auch auf die Situation,
wo iiber alle moglichen Permutationen L von M gemittelt wird.



Vergleich von Sortierkomplexitaten
S(n) = minimale Anzahl von Vergleichen zum Sortieren von Listen der Lange n
im worst case:
S(n) > [logn!]

M (n) = minimale Anzahl von Vergleichen zum Sortieren von Listen der Lange n
im worst case mittels Mergesort
M(n) = M5+ M([5)) +n—1
=n[logn] — oflesn] 4 q

B(n) = minimale Anzahl von Vergleichen zum Sortieren von Listen der Lange n.
im worst case mittels Insertionsort (mit binarem Einfiigen)

n

B(n) =Y _[logk]

k=2
=nflogn] — 2" 41

F(n) = minimale Anzahl von Vergleichen zum Sortieren von Listen der Linge n
im worst case mittels merge insertion (Ford-Johnson Algorithmus, 1959)

F(n) =Y Tlog %k]

k=2

=ofla gnw — |gliosenl /3] 4 %Ll()g 6n)

n ‘ 12345 6 7 8 9 10 11 12 13
M(n)=B(m)|0 1 3 5 8 11 14 17 21 25 29 33 37
Fn){0 1 3 5 7 10 13 16 19 22 26 30 34
Sm)|0 1 3 5 7 10 13 16 19 22 26 30° 34**
[logn!]|0 1 3 5 7 10 13 16 19 22 26 29 33

# : M. Wells, 1965; #* : M. Peczarski, 2002



Vorbemerkungen iliber binire Badume
B : Menge der bindren Bidume, rekursiv definiert durch die Regeln:
— [ ist ein binirer Baum
— sind ty, t, bindre Bdume, so ist auch t = (O, ty,t.) ein bindrer Baum

— nur das, was durch die beiden vorigen Regeln erzeugt werden kann, ist ein
bindrer Baum

Ubliche Darstellung:

Baume mit Wurzel, wobei jeder Knoten zwei oder keinen Knoten als (geordnete)
Nachfolger hat.

— zwei Nachfolger: mit O bezeichnete inneren Knoten,

— kein Nachfolger: mit [J bezeichneten dusseren Knoten (Blatter).

Lineare Codierung von Binirbbiumen (Worter iiber dem Alphabet { O, [1})

code(J) = I code((O, ts, t,)) = O code(ty) code(t,.)

Entsprechend: Generierung mittels einer kontextfreien Grammatik in BNF G
— Variablensymbol B (auch Startsymbol)
— Terminalsymbolen [J und O

— Produktionen
B— O] OBB

o [ ist ein bindrer Baum, der nur aus einem einzigen (dusseren) Knoten
besteht;

o t = (0, ts,t,) ist ein Baum mit Wurzel O, an die zwei binire Biume ¢, und
t, als linker bzw. rechter Teilbaum angehingt sind.

code(t,) = OO0 O O O O,
code(t,) = OOOOODOOOO
code(t) = O code(t,) code(t,.)

=0000OoOoOoooonooooonoad



Bemerkungen:

e streicht man in jedem von Gp erzeugten Wort das letzte Symbol und
identifiziert man

O ~ “linke Klammer” [0 ~ ‘“rechte Klammer",

so entsprechen diese Worter genau den wohlgeformten Klammerausdriicken
entsprechender Lange.

e die von GG erzeugte Sprache ist kontextfrei, aber nicht regular

e die Anzahl der bindren Biume mit n inneren (und n + 1 dusseren) Knoten ist

1 2n 4m
Cnn+1(n> €@<n3/2)

e h(t) = Hohe (“height”) von t:

0 falls t =

h(t) =
14 max{h(te), h(t;)} fallst= (O, t,1t,)

t= <Oa th tr>

Parameter fiir Bindrbaume (und auch fiir andere Typen von Biumen) , die
induktiv definiert oder beschrieben werden:

e i(t) = Anzahl der inneren (“internal”) Knoten von ¢:

0 falls t = [

it) =
14i(ty) +i(t,) fallst= (O, t,t,)
e ¢(t) = Anzahl der dusseren (“external”) Knoten von ¢:

1 falls t =

e(t) =
e(te) +e(t,) fallst=(O,t,t,)

o s(t) =i(t) + e(t) = Grosse (“size”) von t:

1 falls t = [

s(t) =
1+ s(te) +s(t,) fallst = (O, tg,t,)

Fiir alle bindren Baume t gelten folgende Aussagen:

1. e(t) = i(t) + 1, und damit s(t) =2 i(t) + 1 =2-e(t) — 1
Beweis
e(d)—i(O)=1-0=1
e({O, te, t,)) —i((O, te, t,)) = e(te) + e(t,) — (i(te) +i(t,) + 1)
= e(te) —i(te) +etr) —i(t;) — 1

=14+1-1=1



3. e(t) < 2" also loge(t) < h(t)
2. h(t) <i(t)

Beweis
Beweis
e(0)=1=120=2M(D))
) =0=40)
e((O, to, t,)) = e(te) + e(t,)
h({ O,tg,tr>) = 1+ max{h(t,), h(t,)} h(te) h(t,)
< 27 g Rt
< 1+ max{i(te),i(t,)} {n(te),h(t,)}
S 2 . 2max 2), T
< 1+i(te) +i(t) 1+max{h(te),h(tr)}
— 2 maxqh(ty 3 i
=i((O, ty, t,
(O, te,tr)) _ 9h((O, e, 1))
. 10

Untere Schranke fiir das Sortieren

Vergleichbasierte Sortieralgorithmen kdnnen mittels beschrifteter bindrer Baume

(Entscheidungsbdume) veranschaulicht werden: o
Beispiel: mergesort

e Eingabe ist Liste (21,22, ...,2,) der Linge n, wobei die x; paarweise

verschieden (Permutationsmodell)
e innere Knoten sind mit Paaren (4, ) (1 < i < j < n) beschriftet
e Hussere Knoten (Blatter) sind mit Permutationen von {1,2,...,n} beschriftet

e jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt identifiziert schrittweise die

Struktur der Eingabe anhand der Inversionen: ASNA! ASNAY
an einem mit (Z,]) beschrifteten Knoten [1324[1423e3 14213 [1342]1432p341[2431]

— gehe weiter in den linken Teilbaum, falls z; < x;
— gehe weiter in den rechten Teilbaum, falls z; > z;

an einem Blatt: die Permutation stellt die Gréssenrelationen der Eingabe dar

11 12



e fiir jeden bindren Baum ¢ gilt
e(t) < 2M®
wobei e(t) = Anzahl der Blatter, h(t) = Hohe, also

loge(t) < h(t)

e Operiert ein Sortieralgorithmus A auf Eingaben der Liange n,
so muss der zugehorige Entscheidungsbaum ¢ 4(n) mindestens n! Blatter
haben,
denn alle n! méglichen Permutationen miissen identifiziert werden kdénnen.

e Somit gilt fiir die Anzahl V4(n) im worst-case

Va(n) = h(ta(n)) = [loge(ta(n))] = [logn!]

average-case Analyse

e Jeder Entscheidungsbaum fiir ein Sortierverfahren auf inputs der Lange n hat

genau n! Blatter

e mittlere Hohe eines Binarbaumes
— 1

Y = o b;E%t) h(b,t)
wobei E(t) = Menge der Blatter von t, h(b,t) = Hohe des Blattes b in ¢
e Induktiv:
hO) =0
RO, te,tr)) = ee((tf)) Rlte) + 66((%) Rt) +1

e Erinnerung: STIRLINGs Formel
n\" 1
nl = (7) \/27T~n(1+0())
e n

e Theorem (GA, Th. 2.22):
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus benétigt auf Folgen der Lange n
im worst-case mindestens

nlogn —nloge + O(logn) ~ nlogn — 1.44n  Vergleiche

14

e Lemma (GA, Lemma 2.24): Fiir jeden Bindrbaum gilt

R(t) > log e(t)

e Theorem (GA, Theorem 2.26):
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus benétigt auf Folgen der Lange n
im average-case mindestens

nlogn —nloge 4+ O(logn) ~ nlogn — 1.44n  Vergleiche

16



Bemerkungen

Sortieralgorithmen, die ©(nlogn) Vergleiche fiir inputs der Linge n
benétigen (im worst-case bzw. average-case), sind asymptotisch optimal

Mergesort und Heapsort sind asymptotisch optimale Sortierverfahren im
worst-case (und daher auch im average-case)

Selectionsort (Bubblesort) und Insertionsort sind weder im worst-case, noch
im average-case, asymptotisch optimal

Quicksort ist nur im average-case ein asymptotisch optimales Sortierverfahren

Es gibt andere Sortieralgorithmen (z.B. Bucketsort) mit asymptotisch linearer
Laufzeit: die sind aber nicht vergleichsbasiert oder machen einschriankende

Annahmen iiber die Natur bzw. Verteilung der zu sortierenden Elemente

17






mittlere Hohe von Bindrbaumen

Entropie

gewichtete mittlere Hohe von Bindrbdumen
Quellcodierung, Datenkompression
SHANNONSs Theorem

optimale Quellcodierung (HUFFMAN)

1 21
=Z(343+3+4+44242) =" =3

Zur mittleren Hohe von Bindrbiaumen

At) = % S hb, 1)

bEE(t)
wobei
— ¢ : Bindrbaum
— E(t) : Menge der Blatter (external nodes) von ¢
— e(t) = 4E(t) : Anzahl der Blatter von ¢
— h(b,t) : Hohe des Blattes b in ¢




Zusammenhang mit dem rekursiven Aufbau von Bindrbaumen

(=0
(O, ty, t,.))= % P h(b,t)
= Ilt) (bEEZW) [h(bste) + 1] + beEZw [h(b, ) + 1]
- e(te)ez;)e(tr) 6((1;@)) Alte) ee((t;)) )
=1+ S R0 + S T

Dabei ist
H(z,1—2)=—-xlogax — (1 —x)log(l — x)
die “Entropiefunktion”

0.8
0.6
0.4

02

0z 04 0 08 1

Fundamentale Ungleichung fiir Bindrbdume

R(t) > log e(t)

folgt per Induktion iiber der rekursiven Aufbau

h( D): 0=1logl
= _ e(te) = e(tr) s
R((O,te, t,))=1+ 0 h(te) + 0 h(t,)
e(te) e(tr)
>1+ @ -loge(te) + @ -loge(tr)
_ (te) e(te)  e(tr)  e(tr)
=1+ @ D) + ot) log ot) +log e(t)
—H(SE L)
_ 1 _ gy €te) e(tr)
=1-H( o) e ) +loge(t)
>0
6
SHANNONSs Entropie
X : Zufallsvariable, die endlich-viele Werte, z.B. 1,2,...,n annimmt

pr = P[X = k] : Wahrscheinlichkeit fiir Eintreten des Ereignisses “X = k"

also

n
pe>0(1<k<n) mit » pp=1
k=1

Bezeichnung: p = (p1,p2,...,Pn)

“Information(sgehalt)” des Ereignisses "X = k"

— log px

“Entropie” = Erwartungswert der Information

H(p) = H(p1,-..,pn) = E(I,p) = = > prlogpy
k=1



Eigenschaften der Entropiefunktion

© 0 N o a0 Bk w N o=

H(pla"'apn) ZO

D1, Dn) =0 & pp =0, fureinie {1,...,n}

P15 Pny0) = H(py, .. pn)

1/n,...,1/n) <H1/(n+1),...,1/(n+1))

D1,-..,Dpn) ist stetige Funktion der Variablen py
H(l/mn,...,1/mn)=H(1/m,...,1/m)+ H(1/n,...,1/n)
fir p1,...pm >0und q1,...,q, > 0 mit

prto FPm=p @+ gn=qund p+q=1gilt

H(pla"'apmaql"'7QTL):

H(p,q)+p-Hp1/p,-- . pn/p) +q-H(ar/q, - ..

Zum Beweis der Eigenschaft 3. der Entropiefunktion:

(
(
H(p1,...,pn) ist invariant unter Permutation der Komponenten py
(
(
(

)
D1, ---,Pn) Wird maximal fiir die Gleichverteilung p; = ... =p, = %
)

2 Gn/q)

Folgende Aussage bezeichnet man in der Informationstheorie als “key lemma":

Fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen p = (p1,...,pn) und

n
H(py,...,pn) <= p-log g,
k=1

und es gilt "=" genau dann, wenn p = q.

Als Konsequenz hat man, indem man fiir g die Gleichverteilung

q1

:...:qnziwéhlt:

H(p,...,pn) <logn

11

Bemerkung:

e Alle diese Eigenschaften — ausgenommen vielleicht 3. (s.u.) — lassen sich
ausgehend von der Definition leicht nachrechnen.
Was wichtiger ist: diese Eigenschaften erscheinen als plausible Forderungen,

wenn man ausgeht von der intuitiven Vorstellung von der Entropie als dem
“Informationsgewinn beim Durchfiihren eines Experiments”

So beschreibt 8. das Verhalten bei der Kombination unabhangiger und
gleichverteilter Experimente zu einem “Produktexperiment” und 9. bei der

Ausfiihrung eines Experiments in zwei Stufen.

10

Beweis des “key lemmas” :

Die Logarithmusfunktion ist konvex und es gilt daher

hz<z-1 (z>0)

mit “=" genau dann, wenn x = 1. Also ist

mZ<% 1 1<k<n)

Dk~ Dk
dk
Z prln—< Z qr — Z pr =0
1<k<n P p<n 1<k<n
> prlnge< D pelnpy
1<k<n 1<k<n
mit “=" genau dann, wenn p = gq.

12



Theorem: Bindre Biume mit Gewichten (auf den Blittern)

Die Eigenschaften 1.-9. bestimmen die Entropiefunktion eindeutig (bis — betrachten (¢, p) wobei

auf einen konstanten Faktor), d.h. — 2o S B

— P = (pv)ber(r) Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Blattern von ¢

Eine Funktion mit den Eigenschaften 1.-9. ist notwendig von der Form — untersuchen Erwartungswert der Hohe der Blitter

(“gewichtete mittlere Hohe", “gewichtete externe Pfadlange")

H(pi,...,pn) = —¢ Y _ pilogpi _
k=1 h(tvp) = Z Dy - h(bv t)

. . beE(t
mit einer Konstanten ¢ > 0. (®)

— fiir den Fall der Gleichverteilung auf E(t) ist das gerade h(t)

— Erinnerung:

h(t) > loge(t)

(“information theory bound")

13 14

h(ts) = 4

= 1 12

_ 1 14
h(tl):5(2+3+3+2+2):g h(tg):5(1+3+4+4+2):E

h(t1,p) =0.4-24+0.1-34+01-3+0.2-2+0.2-2=22
h(ta,p) =0.4-14+0.1-34+0.1-44+0.2-4+0.2-2=23

15 16



h(t1,q) =0.6-2+0.1-3+01-3+0.1-2+0.1-2=22
h(t2,q) =0.6-1+0.1-3401-440.1-4+01-2=1.9

17

Der Beweis fiir den ersten Teil (untere Schranke fiir h(t, p)) geht genauso wie
der Beweis fiir log e(t) < h(t) im Fall der Gleichverteilung.

Sei t = (O, ty,t,) Binrbaum mit Knotengewichten

— (P1s-- . pm) auf E(ty) = (b1, ..., bm)

— (g1, .-, qn) auf E(t;) = (c1,...,¢n)
Dabei sind

- p=(P1 - Pm 1y 5 )

= pr=(P1/p-- - pm/P) Mitp=p1+ -+ P

- P =(0/¢- - /) Mitg=q+ - +an
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf E(t) bzw. E(t;) bzw. E(t,).

19

Fundamentales Problem der Informationstheorie

e wie klein kann h(t,p) bei gegebenem p gemacht werden,
indem man den Bindrbaum ¢ geeignet wahlt?

Antwort: SHANNONs Quellcodierungstheorem
e untere Schranke: fiir jeden gewichteten Bindrbaum (¢, p) gilt

H(p) < h(t,p)

e obere Schranke: zu jeder WV p gibt es einen Bindrbaum ¢ mit

h(t,p) < H(p) + 1

18

Dann gilt (Induktion!)

B(t,p): Z Do - h(ba t)
)

beB(t

> opo-hbt)+ D pe-hlet)

beE(ty) cEE(t,)

> pie (hlbiste) +1) +

1<i<m 1<j<n

=p+q+p-h(te,p) +q- h(t,p,)

qj - (h(cj, tr) +1)

>1+p-H(p,)+q-H(p,)

=1-H(p.q) +H(p) > H(p)
T/

wegen Eigenschaften 3. und 9. der Entropiefunktion.

20



(Verlustfreie) Datenkompression durch Quellcodierung mit variabler Linge
- A={a,b,c,...} : endliche Menge von “Nachrichten” (Quellalphabet)
- {0,1} : “Kanalalphabet”
— (bin&re) Codierung ist injektive Abbildung

®:A—{0,1}"

fortgesetzt zu Homomorphismus ® : A* — {0,1}*,
falls die Decodierbedingung (unique decipherability) erfiillt ist:

(UD) fiir jedes w € {0,1}* gilt &~ ! (w) < 1

- ®(A) = {®(a),2(b), ®(c),...} : Menge der Codewdrter, “Code”

21

— Eine Codierung ® (ein Code ®(A)) hat die Prifix-Eigenschaft
(ist ein Prifixcode), wenn gilt:

(PP) kein Codewort ist Prifix eines anderen Codewortes

— ®; (und allgemein alle Codes konstanter Lange)
sowie @5 haben die (PE), die Abbildung ®3 nicht

— es gilt offensichtlich: (PP) = (UD), aber (UD) % (PP)
— Beispiele (A = {a,b,¢,d, e})

a—0 a— 00
b — 100 b+— 101
D4 : ¢ cr— 1010 ®5: ¢ c— 010
d— 1011 d— 001
e— 11 e— 11

&4 hat (PP), @5 hat (UD), aber nicht (PP)

23

— Beispiele (A = {a,b,¢,d})

a+— 00 a—0 a— 01

b+— 01 b— 111 b— 011
D Dy : (I)3:

c+— 10 c— 110 c— 110

d— 11 d— 101 d— 101

— ®; : Codierung mit konstanter Lange
®1(abadc) =00-01-00-11-10 = 0001001110
— &5, : Codierung mit variabler Lange
Oy (abadc) =0-111-0-101-110 = 01110101110
— @3 : keine Codierung!

®3(bda) = 011 - 101 - 01 = 01110101 = 01 - 110 - 101 = ®3(acd)

22

Prafixcodes sind bindre Bdume in einem erweiterten Sinn:
innere Knoten kdnnen einen (rechten oder linken) oder zwei (rechten und linken)
Nachfolger haben

A R AR
KR ¢ R g R
b & < R £
P, P, by W 5 R

d, &

24



Vergleich von Codierungen — Datenkompression
e Eine Quelle Q = (A, p) ist ein Paar, bestehend aus

— einem Quellalphabet A = {a,b,c,...}

D, D
aaaea 000110 0000001100 — einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p = (pa, pp, Pe, - - -) auf A.
abaedbe — 0100011101110101011  0010001100101010 e Fiir Codierungen ® : A — {0, 1} einer Quelle Q = (A, p) ist

Welche Codierung ist “besser”? w(Q,®) = pr @ (z)]

Das hangt davon ab, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die “"Quellsymbole” z€A

a, b, c,d, e vorkommen! mittlere oder erwartete Codewortlinge des Codes C = ®(A).

e Fiir Prafixcodes:
gewichtete mittlere Hohe des

mittlere Codewortlinge = entsprechenden Bindrbaumes
(im erweiterten Sinn)

25 26
Beispiel
Q= {(A,p) mit A={a,b,c,d} und p = (pa,Ps, Pe, Pa) = (0.9,0.05,0.025,0.025) Folgerung (SHANNON):
- ®;:a—00,b— 01,c— 10,d — 11 Bei gegebener Quellverteilung p = (pa, po, Pe, - - -) gibt die Entropie H(p)
o ) ) o5 o5 9o ein MaB dafiir an, welche Kompression (mittlere Wortlange) bei keiner
#(Q,®1) =09-2+0.05-2+0.025-2+0.025-2= Codierung unterschritten werden kann.
- P:a—0,b— 111,c— 110,d — 101 Bemerkungen:
w(Q,®2) =0.9-140.05-3+0.025 -3 4+ 0.025 - 3 = 1.2 e fiir optimale Codierung kann man sich auf die Verwendung von (echten)
Bindrbdumen beschranken
Beispiel

e — Préfixcodes lassen sich “online” decodieren

Q = <A7q> mit A = {a’v b,C, d} und q= (qaa qbv,4c, qd) = (0357 025,0253 015)
- ®,:a—00,b—01,c— 10,d— 11

— Codes ohne (PP) lassen sich i.a. nicht “online” decodieren

e Verwendung von (UD)-Codes, die nicht die (PP) haben, kann die Situation nicht
w(Q,®1)=0.35-2+0.25-2+025-240.15-2=2 verbessern:

zu jeder Quelle Q = (A, p) und zu jedem (UD)-Code ®(A) gibt es einen

- P3:a—0,b— 111,c— 110,d — 101
(PP)-Code W(A) mit u(Q,®) = u(Q, ¥) (Satz von MACMILLAN)

w(Q,P2) =0.35-1+0.25-34+0.25-34+0.15-3=2.3

e Konstruktion optimaler Prifixcodes: Verfahren von HUFFMAN

27 28



Existenz von Prafix-Codes mit gegebenen Wortlangen ¢4, 0o, ..., ¢, Beweis der Ungleichung von KRAFT (notwendig):

o Es existiert ein Prafixcode {wy,ws,...,w,} C {0,1}* mit Wortlangen
|wi| = € (1 <k < n) genau dann, wenn Es sei £, = max;<k<n {k. Die Wortmengen
oot wi - {0,1~% C {0,1} (1 <k <n)
1<k<n

sind wegen (PP) paarweise disjunkt, deshalb
(Ungleichung von KRAFT)

e Beachte: ist ¢ ein Bindrbaum (im urspriinglichen Sinn), so gilt immer Z 9n—ti < 9tn
beE(t)
29 30

— Fiir n = 1 bzw. n = 2 leisten {0°*} bzw. {0°*, 1%} das Gewiinschte

— Sei die Behauptung fiir n > 1 bewiesen.
1</t <...< 4ty < lnpt1 geniige der Ungleichung von KRAFT. Beispiel zu Ungleichung von KRAFT

Die gilt dann auch fiir die n + 1 Zahlen Wortlangen  Code

l1,82, ... €n_1,Ln,En 2,3,3,3,5,7 {00,010,110,111,01110,0111111}
und wegen 27/ 4 27 — 2=¢n=1) auch fiir die n Zahlen 2,3,3,3,4 {007 010,110,111, 0111}
Ol lr b — 1 2,2,3,3 {00,01, 110,111}
2,2,2 {00,01,11}
Es existiert also ein Prafixcode
1,2 {0,11}
{wi,wa, ..., wp} mit jwg| =€ (1 <k <n)und |w,| =4, —1 0 {6}
Der Prafixcode
{wi,wa, ..., wn—1, w0, wnlé"+14”+1}

leistet das Verlangte.
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Beweis des Theorems von SHANNON (obere Schranke)

Q= {(A,p) : Quelle mit A={a,...,a,}, p= (p1,P2,--,0n),
wobei pi, >0 (1 <k < n).

Mit
b, =[—logpr] (1<k<n)

sei
—logpr <l <1—logpr (1 <k<mn)

und somit (linke Ungleichung)

Z 27t <1

1<k<n
Es existiert also ein Prafixcode
D:A—{w,wa,...,wu}a;—w; (1<i<n)

mit Wortldngen
\wk\ = Ek = 2[—10gpk] (1 S k S ’I’L)

33

Konstruktion optimaler (Préfix-)Codes (HUFFMAN)

— optimale Codierung @ fiir eine Quelle Q = (A, p)
w(Q,®) = min{ u(Q, ¥); ¥ Codierung fir Q }
— Das Theorem von SHANNON garantiert fiir optimales ®:

H(p) < u(Q,®) <1+ H(p)

— Die Konstruktion eines optimalen ® kann mit Hilfe eines
“GREEDY" -Algorithmus ausgefiihrt werden, der sich am Beweis der
Ungleichung von KRAFT orientiert

35

Eine Abschatzung fiir die mittlere Wortlange dieses Codes ergibt sich aus der
rechten Ungleichung

w(Q,®) = Z pr L < Z pr - (1 —logpy) =1+ H(p)

1<k<n 1<k<n

34

Fiir eine Quelle Q = (A, p) mit fA > 2 gilt:

— ist ® optimal fir @ und sind a,b € A mit p, > pp,
soist |®(a)| < |®(D)]

Begriindung:
andernfalls kdnnte man die Codierungen von a und b vertauschen, d.h.
a— D(b)
U:dh— (I)(a)

c— ®(c) (ce A\{a,b})
und damit die mittlere Codeldnge verkleinern:
wQ, ) = (Q, @) — pa - (|2(a)] = [¥(a)]) — po - (|2(0)] — [¥(D)])

=2, ®) = (Pa — po) - (|2(a)| — [2(D)])
>0

— ist ® optimal fiir Q, so ist der Code ®(A) ein Bindrbaum
(im strikten Sinn)

36



— ist ® optimal fiir Q, so kann man annehmen (d.h., durch Umordnung
erreichen), dass es Symbole a,b € A mit minimalen Wahrscheinlichkeiten
Das Py gibt, d.h.

,Ppp < min .
Pa>Po > cGA\{a,b}pL

die als Geschwister codiert sind, d.h. es gibt ein w € {0,1}* mit
P(a)=w-0 und (b)) =w-1

Begriindung:

Knoten auf dem hochsten Niveau eines Bindrbaumes (im engeren Sinne)
treten immer als Geschwisterpaare auf.

Durch Umordung der Wahrscheinlichkeiten auf dem héchsten Niveau kann
man die angegebene Situation erreichen, ohne die mittlere Wortldnge zu

andern.

37

o & (strikter) Prifixcode fiir Q , bei dem ®(a) und ®(b) Geschwister sind, d.h.

P(a) =w-0, ®(b) =w- 1 fir ein w € {0,1}*

x— ®(x) firze A\ {a,b}

o = w

' A— {01}

= @’ (strikter) Prafixcode fiir Q’

e &' (strikter) Prafixcode fiir Q'

x— D'(x) fir x € A\ {a,b}
®:A—{0,1}":{a— & (a)-0
b— &' (a) -1

= @ (strikter) Prifixcode fiir Q, bei dem ®(a) und ®(b) Geschwister sind

39

— Fusion von Quellsymbolen a,b € A:
Q=(4,p)
A" = (A\{a,b}) U{a}

, D fir x € A\ {a,b}
Dy =

’ Pa+pp firrz=a«

Q' = (A, p)

38

e hierbei gilt
1(Q, ®) — w(Q', @) = pa - |(a)| +ps - [B(b)| — py, - |2 (a)]
=pa - [®(a)] +po - [2(D)] = (Pa + pb) - (|B(a)] — 1)
= Pa + Db = Py
Folgerung

e Entsteht die Quelle Q' = (A’, p’) aus der Quelle Q = (A, p) durch Fusion
zweier Symbole a,b € A mit minimalen Wahrscheinlichkeiten p,, py, so gilt
(mit dem obigen Zusammenhang zwischen ® und ®’)

® optimal fir @ < &’ optimal fiir @’

Diese Aussage erlaubt die rekursive Konstruktion optimaler Prafixcodes.

40



e Realisierung dieser Idee

0@ — 9B

2 5 p®
Dabei
- oW .
— o) .
- Qk=1) . (k) .
— ptk—1) _, k) .
- Q @) = <{aab}7 (paapb)>
- 0@ ={ar—0, b—1)

«—

—

Quelle mit k& Symbolen

41

«— Q(n_l)
— (p(nfl)

: optimaler Prifixcode fiir Q(F)

— & =9

Konstruktion entlang Umkehrung der Fusion

Fusion von zwei Symbolen mit minimaler W keit

ers] [er2] [oss] [ers) [ers | [ve]

o) (o) oo (o] (&)
(o] [

43

b/8

Beispiel zur Konstruktion von HUFFMAN
(mit Symbolhiufigkeiten statt Wahrscheinlichkeiten)

oW o® 0B ¢® 0 §©
a 9 10
a 9 10
‘; Z e b 8 11 i i 01(1)
5 010 ’
11
cgf 12 01<df 5 011 f 135 008
e 15 00 fo2 ol
Q(S) d®) Q(‘Z) P2
ab 17 1
ab 17 1
C’:f 12 8(1) cdef 25 0

9.-24+8:-24+5-34+3-4+15-2+2-4
6) p©)y —

5+ 10+ 17 + 25 99
= 1=—=235714284...
1o + G, 3571428

9 8 5 3 15 2
NB H(—=,— — — — —=)=2. 472 ...
(42’42’42’42’42’42) 30905047

42

Implementierung der HUFFMAN-Konstruktion
— Quelle Q@ =
— konstruiere Folge F(") p=1

(A,p) mit A, p= (p1,...,pn)
F®) F®@ F® yon Wildern

k k
F® = {117, g0),..., (6", 90)}
tgk), . ,ték) Bindrbaume
gi,---,9r Gewichte mit gy > g0 > ... > grund g1 + -+ g =1

- F™ ={@,p1),...,(D,pn)}
- F®) o pE=1 - mit s = (O, tk 1t (k)>, h = gk—1+ gk

Fpl=1) _ ( NP, gemr), (1 )»gk)}) U (s, h)

(nach Gewichten ordnen!)

= tgl) ist der HUFFMAN-Code
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Komplexitat der HUFFMAN-Konstruktion

Information iiber die Gewichte g; in einer priority queue organisieren!
Diese Queue als min-heap implementieren.

Aufbau des heaps: O(n)

— n — 1 heap-Operationen (2X DELETEMIN, 1X REHEAP) mit Aufwand
O(logn)

— Gesamtaufwand (Vergleichsoperationen): O(nlogn)

45

Literaturhinweise
e V. HEUN behandelt in Grundlegende Algorithmen die HUFFMAN-Konstruktion in
Kapitel 6.5 (Datenkompression). Alles iiber Datenkompression erfahrt man in
— S. C. SALOMON, Data Compression — The Complete Reference, Springer,
1997.
e Fiir eine Diskussion des Entropiebegriffs, Quellcodierung etc. muss man in Biicher
tiber Informationstheorie schauen, z.B.
— D. WELSH, Codes and Cryptography, Oxford UP, 1988.
— R. J. McELIECE, The Theory of Information and Coding, Addison-Wesley,
1977.

e Alle soliden Lehrbiicher iiber Algorithmen(-entwurf) behandeln mehr oder weniger
ausfiihrlich die HUFFMAN-Konstruktion im Kontext der GREEDY-Algorithmen, siehe
z.B. Kapitel 16 in

— T. H. CorMEN, C. L. LEISERSON, R. L. RIvEsT, C. STEIN,
An Introduction to Algorithms (2nd. ed.), MIT Press, 2001.

Dort erfahrt man auch etwas iiber den theoretischen Hintergrund (Matroide).
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HurrMANs Konstruktion ist ein klassischer GREEDY-Algorithmus.

Weitere bekannte GREEDY-Algorithmen

Zahldarstellung in Positionssystemen (incl. FIBONACCI)

Minimale Geriiste (Spannbdume) (KRUSKAL, PRIM)
— Kiirzeste Wege (DIJKSTRA)

— Knapsack (“fractional”)

GREEDY gehdrt mit DIVIDE-AND-CONQUER, DYNAMIC PROGRAMMING,
BACKTRACKING mit BRANCH-AND-BOUND, RANDOMIZATION zu den fundamentalen

Entwurfsprinzipien fiir Algorithmen

das Typische an GREEDY-Problemen: optimale Losungen von Teilproblemen lassen
sich immer zu global-optimalen Lésungen fortsetzen

GREEDY kann man nicht immer einsetzen, aber wenn ja, ist es sehr effizient

man kann genau charakterisieren, in welchen Situationen GREEDY funktioniert (=
“Matriode™)
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Zweidimensionale Quelle

P = <A X B,p= (pa,b)(a7b)€A><B>
A, B endliche Alphabete, p = (pa5)(s,p)caxs WV (Matrix)
Der Vektor (r,;)aca der Zeilensummen
ra = ZbEB Pa,b

ist eine WV auf A — Quelle R = (A, (ra2)aca)-
Der Vektor (cp)pep der Spaltensummen

Cb - ZQGA pa,b
ist eine WV auf B — Quelle C = (C, (rp)peB)-

» Die Quellen R und C heissen Marginalquellen zu P.
» P Produktquelle zu R, C, geschrieben P =R x C falls

p=r-c, dh.p,p=r,-cp fiiralle(a,b)c AxB

Entropien

H(P) = 2.408694969 . . .
H(R) = 0.970950594 . . .
H(C) = 1.539491070. ..

H(R x C = 2.510441664 . . .

Es gilt im Beispiel

H(P) < H(R) + H(C)
H(R x C) = H(R) + H(C)

» Beispiel: P = (A x B,p) mit A= {a, b}, B={x,y,z} und

X y z
2 /02 005 0.15
P=4lo1 02 03

Marginalquellen:
R =(A={a,b},r=1{0.4,0.8})

C=(B={x,y,z},c=1{0.3,0.25,0.45})
Produkt der Marginalquellen: R x C = (A x B,r-c) mit

X y z

0.4 a (012 01 0.18
r'°_<0.6>'(0'3 025 (D)= b(0.18 0.15 0.27)

» Zeigen Sie die Ungleichung
H(P) < H(R) + H(C)

» Zeigen Sie, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn die beiden
Marginalquellen R und C unabhéangig sind, d.h. wenn

Pab = ra-cp fiiralle (a,b) e Ax B
gilt, also P =R x C.

Hinweis: das “key lemma” benutzen!



» Auf der Menge B" der Bitstrings der Lange n als Alphabet
wird mit Hilfe eines p mit 0 < p < 1 eine Quelle definiert, bei
der jedes w = wiws ... w, die Wahrscheinlichkeit

bint (w) = pl¥li(1 — p)r=Iwl

erhalt. Dabei ist ||w|| = #1(w) das sog. HAMMING-Gewicht.

» Welches ist die Entropie H,(,") der Quelle Q,(,") = (IB%", bing,")>?
Driicken Sie dies mit Hilfe der Entropiefunktion H(x,1 — x)
aus.

> Sei ,uff') die mittlere (erwartete) Wortlange eines optimalen
Prafixcodes fir die Quelle Q,(,"). Zeigen Sie:

(n)
lim £ — H(p,1— p).

n—oo N

» Berechnen Sie fiir die Quelle Qf’% deren Entropie, sowie einen
optimalen bindren Prafixcode und bestimmen Sie dessen
mittlere (erwartete) Wortlange.

(Hinweis: verwenden Sie bei der Berechnung der Entropie den
numerischen Wert log, 7 = 2.80735.. . .; bei der Berechnung
des Codes ist es bequemer, mit Haufigkeiten statt mit
Wahrscheinlichkeiten zu rechnen.)
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Die Kapazitat des bindren symmetrischen Kanals

» A, B endliche Alphabete, A : Quellalphabet, B : Zielalphabet

» Ein (stationdrer, gedachtnisfreier) Kanal gegeben durch Matrix

» Stationaritat und Gedachtnisfreiheit des Kanals dussern sich in

P = [Pab ..
[ ’ ](a’b)eAXB der Aussage fiir die Ubertragung von Wortern:

> pap ist die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass b € B

empfangen wird, falls a € A gesendet wurde A" > (a1, a2, an) = (b1, by, ... bn) € B”
» Die Kanalmatrix p ist eine stochastische Matrix, d.h. mit Wahrscheinlichkeit  p,; b, * Pay,by * = * Pan, by
fiir jedes a € A ist p, = (pa,b)bes €ine WV auf B, d.h.
> beg Pap =1, maW. » Es geniigt hier, die Ubertragung von einzelnen Symbolen zu

untersuchen.
Ra=(B,ps) ist eine Quelle auf B

Man schreibt auch p(b|a) fiir p,p im Sinne von: “bedingte
Wahrscheinlichkeit”

Die Kapazitédt des bindren symmetrischen Kanals

Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals

1. Der storungsfreie Kanal: A= B und

1 fira=0»b

» Eine Quelle R = (A,r) ist gegeben durch eine WV
0 fira#b

r=1(ra)sca auf A
2. Der total gestérte Kanal: $A = m, #B = n und > r, ist die Wahrscheinlichkeit, dass a € A gesendet wird.

p=EM, dh. p,p=0,5= {

. 1 » Der Vektor
P = (Pa,b)acabes Mit pap = N (a€ A be B)
3. Der bindre symmetrische Kanal BSC,: A= B =B = {0,1} mit ¢ =(co)oes =P, b ="raPab )
0 1 ist eine WV auf dem Zielalphabet B, d.h.
_0(f1-p p
P=1\ p 1-p C = (B,c) ist eine Quelle auf B
4. Der bindre Ausloschungskanal BEC,: A=B = {0,1}, B =AU {x}

> ¢p ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Empfangen von b € B,
0 . 1 falls die a € A mit Wahrscheinlichkeit p, gesendet werden.

_0(f1-p p O
P=1\l 0 p 1-p

mit



Die Kapazitat des bindren symmetrischen Kanals

Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals

» Eine WV q auf A x B wird definiert durch

» Fiir jedes b € B ist
da,b = Fa* Pa,b (3 € A,b € B)

. . da,b
= (A x B, q) bezeichnet die die entsprechende Quelle. Cp = ( ; ) =
» Fiir (a,b) € A x B ist g, die Wahrscheinlichkeit fiir das b/ acA
Auftreten des Sende-Empfangspaares (a, b), falls die a € A mit eine WV auf A und Cp, = (A, cp) eine Quelle auf dem
Wahrscheinlichkeit p, gesendet werden. Alphabet A. ’
> Wegen > qca—:’ ist die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass a € A gesendet
Z Gab =12 (@€ A) und an,b =¢ (beB) worder_1 ist, falls b € B empfangen wurde, auch als p(a|b)
= =y geschrieben.

sind r und c die Marginalverteilungen von q.

Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals

Die Kapazitédt des bindren symmetrischen Kanals

» Jede der Quellen R, (a € A) hat die Entropie » Jede der Quellen Cp (b € B) hat die Entropie
H(Ra) == papb-logpap. H(Cbh) = —> (dap/cb) - log(da/ch)-
beB acA
Die erwartete Entropie (gewichtete Entropie beziiglich der Die erwartete Entropie (gewichtete Entropie beziiglich der
Quellverteilung r auf A) ist dann Quellverteilung ¢ auf B) ist dann
HCIR) = ra- : H(RIC) =) c»- H(Cp).
acA beB

Man spricht von der bedingten Entropie von C beziiglich R. Man spricht von der bedingten Entropie von R beziiglich C.



Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals

Die Kapazitat des bindren symmetrischen Kanals

» Es gilt

H(Q) < H(R) + H(C)

. . . . Beweis: r - ¢ = (12 - Cb)(a,p)caxp ist eine WV auf A x B.
> Die Entropie der Quelle © = (A x 5, q) ist Aus dem Fundamentallemma von GIBBS folgt:

HQ =H(@) == > doplogdsp HQ) =~ Y qap-logqap<— Y qap-log(rs-cs)
(a,b)eAxB (a,b)EAXB (a,b)EAXB
» Es g||t = - Z Qa,b - log r, — Z ab - log ¢
(a,b)eAxB (a,b)eAxB
H(Q) = H(R) + H(CIR) = H(C) + H(RIC) S (Y pas)-log = (3 qus) - log
acA beB beB acA
Beweis: Einsetzen und ausrechnen! — Y
= H(R) + H(C),

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn g, = r, - ¢p ist fiir alle
(a,b) € Ax B, d.h. wenn p, , = ¢, unabhdngig von a € A ist.

Die Kapazitédt des bindren symmetrischen Kanals

Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals

1. Der stoérungsfreie Kanal: es ist

r, fira==»5b
qa,b =

» Als wechselseitige Information eines Paares (a,b) € A x B 0 fira#b

bezeichnet man und somit
Ga,b
I(a, b) = Iog% =log q,p — log r, — log cp I(a,b) = —logc, = —logr, fira=»hb
ath "777 ] nicht def. fira#b
» /(a, b) kann positiv oder negativ sein. Insbesondere

2. Der total gestdrte Kanal: wegen p,, = % ist
I(a,b) =0 & qGap=ra-Ccb © Pap==0h

~

Ga,b = Fa " Pab = 2 (QEA,bEB)

n
1
Cb:zqa.b: - (be B)
acA

I(a,b)zlog%zloglzo (ac Abe B)

a



Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals

3. Der BSC, mit p=1%, r = (

N

(@]

I
—~
N =
NI
~—
N
~—

\_/
I
—~
NI—

Al b=

301

_[s 8

9= 1. 3)

8 8

3 1

(qa,b> _ (2 2

fa* b/ abeB 3

. 058... —1
a, =

2:beB ~1  058...
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Die Kapazitat des bindren symmetrischen Kanals

4. Der BEC, mit p=1 und r

I
—~
NI
NI
~—

(@]

I
—~
NI
N
~—

O AW

VY

Bl

Bl= B

o

SN—
—
ool
Bl
oolw
SN—

- (1)

0 3 3

ab B 2 10
(ra'Cb)a,beB_ 01 2)
1 0 x

(I(a7b))a,beIB%: . 0 1)

Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals

» Als wechelseitige Information zwischen Senderverteilung R
und Empfangerverteilung C fiir den durch die Kanalmatrix p
gegebenem Kanal bezeichnet man den Erwartungswert der
wechselseitigen Information:

B(R,C)= > qap-1(a b)
acA,beB
=H(R)+ H({C)—-H(Q) >0
Offensichtlich gilt auch
Ib(R,C) = H(R) — H(R|C) = H(C) — H(C|R)

Die Gleichheit der beiden Differenzen folgt aus den obigen
Darstellungen von H(Q).

1. Der stérungsfreie Kanal

I(R,C) = —Zra logr, = H(R)

acA
2. Der total gestorte Kanal
ra
l = — =
(R.C)= > =0
acA,beB
3. Der BSCy /4
3 3 1 1 1 1 3 3
I(R,C)==-log=+="-log=+=-log=+--log= ~0.185...

8 2 8 2 8 2 8 2
4. Der BEC1/4



Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals Die Kapazitat des bindren symmetrischen Kanals

» Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals mit
Fehlerwahrscheinlichkeit p ist 1 — H(p).

» Beweis: Fiir den BSC,, ist

» Als Kapazitit eines Kanals bezeichnet man 1 p .
Sl
max Ip(R,C) p l1l—p
r
und damit
wobei {iber alle WVen r auf A maximiert wird (optimale 1-p p
Anpassung der Quelle R an die Ubertragungseigenschaften c=r-p=[r 1-r]: [ p 11— p]
des Kanals)
_ _ :[r—l-p—2rp 1—r—p+2rp}.
» Diese Grosse hangt also nur noch von der Kanalmatrix p ab, o
Damit ist

ist also ein Charakteristikum des Kanals.
H(C) = —(r+p—2rp)-log(r+p—2rp)—(1—r—p+2rp)-log(1—r—p+2rp)

und
H(C|R) = r-H(p) + (1 —r)- H(p) = H(p).

Die Kapazitédt des bindren symmetrischen Kanals Die Kapazitdt des bindren symmetrischen Kanals

Insbesondere ist hier H(C|R) nur vom Kanalparameter p und | =2 ]
nicht von der Quellverteilung r = (r,1 — r) anhangig! Asad T T T T ey "1 R, W(bempfangen, falls a gesendet)
Dann ist aber L |
max (R, C) = max(H(C) — H(CIR)) . w2
= max H(C) — H(p) W(a wird gesendet) A
| Cp | C W(b wird empfangen)
= maxH(r+p—2rp) — H(p) Ce
o

Die Entropiefunktion H(x) wird maximal fiir x = 1/2. | oy | W(a gesendet, falls b empfangen)
Das gesuchte Maximum wird also angenommen, wenn ) :
r+p—2rp=1/2=1—r— p+2rp, also fiir r =1/2. e
Das Maximum hat den Wert 1. N '
Also ist 1 — H(p) der maximale Wert der wechselseitigen log 725, ectueletise prmation
Information.



Beispiele zur probabilistischen Methode Beispiele zur probabilistischen Methode
Drei Beispiele: das MaxCut-Problem

» Das MaxCut-Problem
» G = (V, E) Graph mit Knotenmenge V, 1V = n,
Kantenmenge E C (\2/) tE = m.

e : . C e . » Schnitt von G: ¢ = (A, B) mit
» Ildee: Nicht-konstruktive Existenzbeweise fiir Strukturen mit ABC(V),ANB=0,AUB=V.

bestimmten Eigenschaften » Wert von c:

» Drei Beispiele
» Das MaxCut-Problem
» Das MAXSAT-Problem
» Das RAMSEY-Problem

vic):=f{e€ E;e={a,b} mitae A be B}

» MAXCUT: bestimme Schnitt v, fiir den v(c) maximal wird,
bzw. bestimme
» Probabilistische Formulierung
v(G) = max v(c
( ) c=(a,b) Schnitt von G ( )
» Das Problem MaAaxCur ist NP-hart!
(im Gegensatz zum entsprechenden Minimierungsproblem
— Fliisse in Netzwerken)

Beispiele zur probabilistischen Methode Beispiele zur probabilistischen Methode

Drei Beispiele: das MaxCut-Problem

Drei Beispiele: das MaxCut-Problem

> Behauptung: v(G) > 7, d.h. es gibt in jedem Graphen G » (Forts.)
immer einen Schnitt ¢ mit v(c) > 7.
» Beweis: Definiere fiir jede Kante e € E und jeden Schnitt Z v(c) = Z er(c)
c = (A B) von G: ¢ Schnitt v.G ¢ Schnitt v.G eeE
=2 2 ()
(©) 1 fallse={a,b}undacAbeB e€E ¢ Schnitt v.G
c) =
Xe 0 sonst _ Zzn—l — m.on-1
ecE

Dann ist fiir jeden Schnitt ¢ = (A, B) von G und jede Kante

ec E Die Summe (links) hat 2" Glieder, es muss also mindestens

ein Glied geben, das einen Beitrag > 7 liefert!
v(c) =) xe(c) und > xele)=2"1 Also ist v(G) > 2.
ecE ¢ Schnitt von G Dies zeigt nicht, wie man einen solchen maximalen Schnitt
findet!



Beispiele zur probabilistischen Methode Beispiele zur probabilistischen Methode

Drei Beipsiele: das MaxSat-Problem Drei Beipsiele: das MaxSat-Problem

» Das MaXSAT-Problem

>

» Keine Klausel enthalte zueinander komplementare Literale.
» Bewertung ¢ : X, — {t,f} wird zu Bewertung von Literalen,

v

Xn = {x1,x2,...,X,} aussagenlogische Variable,
V, =X, U{x1,x2,...,x1} Literale
AL Formel in Klauselform (konjunktive Normalform)

F=GAGA...ACn . . .
> v(F) > 7, d.h. es gibt immer eine Bewertung ¢, die

wobei die Klauseln C; Disjunktionen von Literalen sind. mindestens die Hilfte der Klauseln von F wahr macht.
> Beweis: siche Ubungen!

Klauseln und Formeln wie iiblich fortgesetzt. » der Beweis zeigt nicht, wie man ein solches ¢ findet!

Wert von ¢:
v(¢) =#{G; #(C) =t}

MAXSAT: finde zu Formel F Bewertung ¢, die moglichst viele
der Klauseln wahr macht, bzw. bestimme

v(F) = md;;\x v(9)

Das Problem MAXSAT ist NP-hart!

Beispiele zur probabilistischen Methode Beispiele zur probabilistischen Methode

Drei Beispiele: Ramseys Problem Drei Beispiele: Ramseys Problem

» Beweis der oberen Schranke

» Definiere fiir a, b € N: R(a, b) ist die kleinste Zahl N € N mit
der Eigenschaft:

» Das RAMSEY-Problem (einfachster Fall) Jeder Graph G = (V, E) mit $V > N enthilt eine a-Clique
» Zu k € N sei R(k) die kleinste Zahl N € N mit der oder eine I?—Cocllque.
Eigenschaft: » Offenbar gilt R(a,1) =1 = R(1, b) fiir alle a, b € N.
Jeder Graph G = (V, E) mit £V > N enthilt eine k-Clique » Es gilt die Rekursionsungleichung (siehe nichste Seite)
oder eine k-Coclique.
<
» Bekannte Werte: R(2) =2, R(3) =6, R(4) = 18. Rla+1,b+1) < R(a+1,0)+ R(a,b+1) (2,b€N)
> Esgilt: Tt » Aus den Induktionsannahmen
2k22§R(k)§( 3 ) at+b—1 at+b—1
k-1 R(a—l—l,b)§< . ) R(a.b+1)§< X )
(also exponentielles Wachstum).
folgt

R(a+1,b+1) < <3+:—1>+<a+z—1> B (aJ;b> _ (azb>



Beispiele zur probabilistischen Methode Beispiele zur probabilistischen Methode

Drei Beispiele: Ramseys Problem Drei Beispiele: Ramseys Problem

» Beweis der Rekursionsungleichung:
G = (V, E) enthalte weder eine (a + 1)-Clique, noch eine
(b + 1)-Coclique, d.h. esist V < R(a+ 1,b+1).
> Beweis der oberen Schranke (Forts.) v € V sei beliebiger Knoten,
» Es gilt also A ={veV;{uv}eE}, B,={ueV;{uv}¢E}
O » G, = (Ay, E|a,) enthdlt weder eine a-Clique, noch eine
R(a+1,b+1) < < > (a, b € N) (b + 1)-Coclique, also A, < R(a, b+ 1),
a » G = (B, E|g,) enthilt weder eine (a + 1)-Clique, noch eine
b-Coclique, also B, < R(a+ 1, b).
Somit ist

und insbesondere

2k
R(k =R(k+1,k =
(k+1)=R(k+1,k+1) (k) BV =tA, +1B, +1 < R(a,b+1) + R(a+1,b)

und speziell mit §V = R(a+ 1,b+ 1) — 1 folgt:

R(a+1,b+1) < R(a+1,b)+ R(a,b+1)

Beispiele zur probabilistischen Methode Beispiele zur probabilistischen Methode

Drei Beispiele: Ramseys Problem Drei Beispiele: Ramseys Problem

» Beweis der unteren Schranke
» Q, = alle Graphen G mit Knoten V,, = {1,2,...,n}
> 10, = 20)
» Fiir G € Q,, AC V, mit §A = k sei (%) ZV(G):Z ZXA(G)

GeQ, GeQ, ACVn
#A=k

» Beweis der unteren Schranke (Forts.)
» Nun folgt

1 falls A eine k-Clique oder k-Coclique von G

XA(G)__{ n n\_ (k
0 t = = . . (2) (2)
sons E E xa(G) <k> 2.2
ACVn GEQ,
» Anzahl der k-Clique und k-Cocliquen eines Graphen G e

Die Summe (x) hat 2(2) Glieder.
v(G) = G - -
(©) AQZV xa(6) > Speziell fiir n = 27 ist
HA=k
» Offensichtlich gilt fir jedes A C V,, mit A = k: <:) 2.26)-0) < px.2.20)-() = 2(E)+1-% < 2()
G)=2-2(-() . . _

Z xa(G) = » Mindestens einer der Terme der Summe (%) muss einen
GeQy Beitrag < 1 liefern.
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Drei Beispiele: Ramseys Problem Drei Beispiele: Ramseys Problem

» Das eben gezeigte Resultat ist der Spezialfall eines Satzes von
F.P. RaMSEY (1930):

» r, k, ¢ seien natiirliche Zahlen. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl N = N(r, k,¢) mit der Eigenschaft:

> Beweis der unteren Schranke (Forts.) » Farbt man die k-elementigen Teilmengen einer N-elementigen
» Folgerung: es muss ein G € Q, geben mit v(G) < 1. Dann Menge A auf irgendeine Weise mit r Farben, so gibt es immer
bleibt aber nur v(G) =0, d.h. G hat weder eine k-Clique, eine (-elementige Menge B C A, deren samtliche
noch eine k-Coclique. k-elementigen Teilmengen dieselbe Farbe haben.

> Esist nicht klar, wie man ein solches G findet! » Der vorangehende Satz behandelt den Fall k =2,r = 2.

» Der Fall k =1 entspricht dem Schubfachprinzip.

» Der Beweis im allgemeinen Fall benutzt eine analoge
Induktion.

» Daraus hat sich eine umfangreiche Theorie entwickelt, die
nach diesem englischen Logiker benannt ist.

Beispiele zur probabilistischen Methode Beispiele zur probabilistischen Methode

Probabilistische Formulierung Probabilistische Formulierung

» Simple Tatsache:

> Q sei endliche Menge, P : Q — [0, 1] - (BRI | |
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q, d.h. >~ o P(w) = 1. > Xi, X, e ,.Xm.sele.n Zu.fallsvarlable, X=X+ X4+ Xy
» X :Q — R Zufallsvariable mit Erwartungswert (Unabhingigkeit wird nicht vorausgesetzt!)
> Dann gibt es ein w € Q mit X(w) > E[X] =", E[X]]
EX] =) Pw)- X(w) (analog mit <).
oo » Das ist von Interesse, wenn man die E[X;] und damit E[X]

ausrechnen kann.
» Dann gibt es ein w € Q mit X(w) > E[X] (analog mit <).
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Probabilistische Formulierung Probabilistische Formulierung

» MAXSAT-Problem

» MAXCuT-Problem » F=C ANGA...NACp, aussagenlogische Formel in
» G = (V, E) endlicher Graph mit £V = n und {E = n. Klauselform mit Variablen X, = {x1,x2, ..., Xxn}
» Q, := {Schnitte ¢ = (A, B) von G} » Q, = {Bewertungen ¢ : X, — {t,f}}
mit Gleichverteilung P,(c) = 2 (c € Q,) mit Gleichverteilung P,(¢) = 5
» Fiir jedes e = {a, b} € E ist x. : Q, — {0,1} Zufallsvariable » Fiir jede Klausel C; ist x; : Q, — {0,1} eine Zufallsvariable
auf (Q,, P,) mit auf (Q,, P,) mit
1
Elxel =3 1 1
| 2 | Epl=1- 5 2 5
> V=3 .cr Xe ist Zufallsvariable auf (Q2,, P,) mit
m > V=) 1 icmXe ist Zufallsvariable auf (Q2,, P,) mit
EM =) Elel=73 -
ecE E — E >
M= Y Eklz ]
» Es muss also ein ¢ € Q, geben mit v(c) > 7. =

» Es muss also ein ¢ € Q, geben mit v(¢) > 7.

Beispiele zur probabilistischen Methode

Probabilistische Formulierung

» RAMSEY-Problem
» Q, = {Graphen G = (V,,, E)}, wobei V, ={1,2,...,n}
mit Gleichverteilung P,(G) = 2-(3)
» Fir AC V, mit fA = kist xa:Q, — {0,1} eine
Zufallsvariable auf (2, P,) mit

Elxa] = 2~ )+

> v = Z Xa ist Zufallsvariable auf (22,, P,) mit

AC V,
HA=k

e = Yl = () -2 O

ACV,
#A=k

» Fiirn>2% ist E[v] < 1. Es muss dann also ein G € Q,
geben mit v(G) <1, d.h. v(G) =0.



Shannons Theorem zur Kanalcodierung Shannons Theorem zur Kanalcodierung
Notation Fakten

» B” = {0,1}" : Bitvektoren der Linge n

> ||a|| : HAMMING-Gewicht von a
] ] Fakten:
> B7 : Vektoren u € B” mit HAMMING-Gewicht = k.
. . » ﬁBn = 2”1
» B", : Vektoren u € B” mit HAMMING-Gewicht < k.
<k > 1BD = (n)
> Sc(a) =a @ B2, : HAMMING-Kugel mit Radius k um a. B W ;
- » = . L),
» bin,, : Binomialverteilung zum Parameter p (0 < p < 1) auf "Bk = 2ogj<k (J)

k

B", d.h. > (§) ~nooo i
) M~y n-H(})
bin,p(a) = bing p(ar, a2, ..., an) g ZOS’S)"" (J) n—oo 2
_ H p?(1— p)l_ai — p||a\|(1 _ p)"—Ha”
1<i<n

Shannons Theorem zur Kanalcodierung Shannons Theorem zur Kanalcodierung
Fakten Fakten

» CHEBYCHEV-Abschatzung fiir die Binomialverteilung

. . . 1
> Param(?ter der Binomialverteilung bing,{a € By ||[al] = finp| > - onp} < 5
> Mittelwert c
m Beweis: mit
n _
png = 3 lall-vinn(a) = 3 k- () o= p)* = nep
ack” k=0 X ={aeB"|lall - pnp| > ¢ onp}
» Varianz N N
2 Y =B\ X = {a € B" |[la]| — tiny| < c- oo}
onp =D (lall = 1np)* - bingp(a) _
acBr gilt
. n
ZZ(k—un,p)z-<>'pk(1—p)”"‘=n'p-(1—p) 5
k=0 e O-%,p = Z+Z (llall = pn,p)” - binny p(a)
acX acyY

> 2. a%,p - bing p(X)



Shannons Theorem zur Kanalcodierung Shannons Theorem zur Kanalcodierung
Kanal, Codierung, Fehler Decodierung

» Decodierung mit Radius r (0 < r < n):

» Kanalmodell: BSC, bindrer symmetrischer Kanal (ohne wird a € C gesendet und b € B” empfangen.

Gedachtnis) mit Fehlerwahrscheinlichkeit p:

B,>a~ b=a@f mit Wahrscheinlichkeit bin, ,(f) avb=acf

so wird decodiert zu:

- N 1 n | prm—
= )=Geel 8 Tellimens & € L mi i = e » a’ €, falls a’ das einzige Element von C N S,(b) ist;

» Coderate von C : » Fehlanzeige (oder beliebiges Element von C), falls
1 y H(CnS (b)) £ 1
R(C) = e log, §C, also K =2" ©) » Fehlertypen:

» Fehler 1. Art: ||f|| > r.
> Fehler 2. Art: ||f|| < r, aber §(C N S,(b)) > 2.

Shannons Theorem zur Kanalcodierung Shannons Theorem zur Kanalcodierung
Analyse der Fehlerwahrscheinlichkeiten Analyse der Fehlerwahrscheinlichkeiten

» Fehler 2. Art
Fiir einen (n, K)-Code C mit r-Decodierung und Vektoren

a,b € B” wird definiert:

» Fehler 1. Art
. 2 .
Seie>0undr=|n-p+ \/; +0n,p). Dann gilt 1 falls es ein @’ # a gibt mit a,a’ € C N S,(b)
0 sonst.

xc,r(a,b) = {
PW) = bin, , {f € B"; |If|| > r}

. » Dann gilt bei Summation iiber alle (n, K)-Codes C fiir
< lostiay {f eB"; |[|f|| —n-p| > \/j-omp} < 5 acCnS,(b) und mit t = fB<,:
2" -1 2" —t
wegen der CHEBYCHEV-Abschatzung. N= ;XC,r(a7b) - <K — 1) a (K - 1)

_(2"-1 K [2n—t K
o K J2n—K K J2n—K—t+1’

unabhangig von a und b.



Shannons Theorem zur Kanalcodierung Shannons Theorem zur Kanalcodierung
Analyse der Fehlerwahrscheinlichkeiten Mittelwertanalyse fiir Fehler 2. Art

» Annahme:

Dabei ist (2"71) on 1 on K » ein Code C wird aus der Menge C, k aller (n, K)-Codes mit
KL = (2"~1).--(2" ~ K) =1 — Gleichverteilung genommen,
(%) 27 (2"-K+1) 2" » a wird aus C wird mit Gleichverteilung gezogen und
und libertragen,
(2"—t) K > a~> b mit Wahrscheinlichkeit bin, ,(a ® b).
1>-J2~->1—-t — . . e . e
(i) 20 » Abschatzung fiir die mittlere Wahrscheinlichkeit fiir das
Auf Fehl iten Art:
Die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass fiir 0 < k < n gilt: THERCECH eI |FES CLI7 PNl (A1
—(2) 1 .
n—x P = Z xc.r(a,b) - bin, ,(a ® b)
k on r\d n,p
(ﬁ)>1—x-—ﬁjr 0<x<1. (k) K &
(k) n a,beBn
N :
Beide Polynome nehmen fiir x = 0 und x = 1 gleiche Werte an und das = (2) K Z Z bin, ,(b)
Polynom auf der linken Seite hat n,n—1,...,n— k + 1 als einfache s a€B" beBL,

Nullstellen, also negative erste und positive zweite Ableitung im Intervall N.2" N-27
0<x<1. = —on K ‘binn,p(B%,) < TK
- (%) - (k) -

Shannons Theorem zur Kanalcodierung Shannons Theorem zur Kanalcodierung
Mittelwertanalyse fiir Fehler 2. Art Fazit

» Mit der Abschatzung fiir N ergibt sich

5(2)§1—<1—t~5> 2

: <te—.
on ) on Kt 1 2 > Fiir R < C(p) gilt 2"(R=C€() — 0

» Wahlt man nun wie bei der Abschatzung des Fehlers 1. Art ~ B Vielo s & > O e G £lke 5(2) < o/R el

_ 2 : _ .
r=n-p+ \/; On,p), so hat man mit p = £ ~ p und indem man n geniigend gross macht.

» Das bedeutet: betrachtet man Codes C mit Rate R(C) < C(p)
so ist fiir hinreichend grosses n im Mittel
also — d.h. bei gleichverteilter zufalliger Auswahl der Codes und
P = 2GR RN A GERE ) der gesendeten Codevektoren —

die W.keit P fiir das Auftreten von Fehlern 2. Art <e/2.

K — 2n~R, t S 2n-H(p)

wobei

C(p)=1-H(p)=1+p-logp+(1—p)-log(l—p)

die Kapazitit des bindren symmetrischen Kanals mit
Fehlerwahrscheinlichkeit p ist.



Insgesamt wird fiir den BSC,, fiir Coderaten < C(p) fiir
hinreichend grosse Lange n die Fehlerwahrscheinlichkeit
im_Mittel < € werden.

Es muss also auch (lange) Codes mit Rate < C(p) geben, bei
denen die Fehlerwahrscheinlichkeit < ¢ ist!

Dies ist eine nicht-konstruktive Existenzaussage!

SHANNONs Theorem in Prosa:

Fehlerkorrigierende Informationsiibertragung iiber gestorte
Kanile ist fiir Coderaten, die (beliebig wenig) unterhalb der
Kanalkapazitat liegen, mit beliebig kleinen
Fehlerwahrscheinlichkeiten prinzipiell moglich.

Shannons Theorem zur Kanalcodierung Shannons Theorem zur Kanalcodierung
Fazit Fazit

» With many profound scientific discoveries it is possible with
the aid of hindsight to see that the times were ripe for the
breakthrough. Not so with information theory!

While of course Shannon was not working in a vacuum in the
1940’s, his results were so breathtakingly original that even
the communication specialists of the day were at loss to
understand their significance.

R. J. MCELIECE in The Theory of Information and Coding,
Encyclopedia of Mathematics and Its Applications, vol. 3,
Addison-Wesley, 1977.



Arithmetik

Grundlegende Tatsachen iiber den Ring Z
Euklidischer Algorithmus
Losung ganzzahliger Gleichungssysteme

Binarer euklidischer Algorithmus

grosster gemeinsamer Teiler fiir (a,b) € Z x Z, (a,b) # (0,0)
ist d € Zo mit

dlandlbA (Ve € Zso:clanclb=c|d)

Bezeichnung: d = ggT(a, b)

Tatsache: d = ggT(a,b) = max{c € Zs¢; cla A c|b}

Konvention (GA): ggT(0,0) =0

kleinstes gemeinsames Vielfaches fiir (a,b) € Z x Z, (a,b) # (0,0)
ist m € Z~o mit

alm Abm A (Ve € Zwg : alc Able = m]c)

Bezeichnung: m = kgV(a, b)
Tatsache: m = kgV(a,b) = min{c € Z~¢; alc A b|c}

Grundlegende Tatsachen iiber den Ring Z

(Z;+, ) ist ein nullteilerfreier Ring

e Divisionseigenschaft

Va € Z,b€ Z~o q,r €Z : a=b-q+7, 0<r<b

e Bezeichnungen

q= L% | = (adivb) : Quotient
r:a—L%j-b:(amodb) : Rest
o Teilbarkeit
b teilt @ : bla < (amod|b]) =0

p € Z~1 ist Primzahl, wenn gilt
Vae([l.p]:(alp = a=1Va=p)

Euklid:
p Primzahl = (Va,b€Z : p|(a-b) = plaVp|b)
Euklid: es gibt unendlich viele Primzahlen

Fundamentalsatz der Arithmetik (GAuUss, GA Theorem 7.21)

Die Zerlegung natiirlicher Zahlen in ihre Primteiler (mit Vielfachheiten)

ist eindeutig, d.h.
zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 gibt es eindeutig bestimmte

Primzahlen p; < ps < ... < px und Exponenten ey, es,...,ex € Ny
mit
n=p . pg... p
Die Berechnung dieser Darstellung (Faktorisierung) ist mutmasslich ein
algorithmisch sehr aufwendiges Problem.



e Sind a,b € Z~o mit

a=pdpg? Pk, b=p - ph

2

...péjk

mit Primzahlen p; < ps < ... < pg und Exponenten

a17a27"'7ak7617/62a"'

,Br >0, so gilt

min{al,ﬁl}p;‘nin{az,ﬁz} . 'p?in{ak’ﬁk}

ggT(a,b) = p;

kgV(a, b) _ pxlnax{ahﬁl}prgnax{amﬁz} . 'pzlax{ak,ﬁk}

geT und kgV ganzer Zahlen lassen sich also prinzipiell mittels Faktorisierung

berechnen — das ist aber keine effiziente Methode!

e ggT(a,b) - kgV(a,

b)=a-b

e Ganze Zahlen a,b heissen teilerfremd (relativ prim), wenn ggT(a,b) = 1.

Schema der Ausfiihrung von Euklids Algorithmus

apg =
a; =
ap =
aq =

as =

Gp—2 -

<QO7Q17qQ7 o 7Q7L—1>
<a0;a17a27 . 'aan70>

ay - qo + az
az - q1+as

a3 - qz + aq

Up—1 " 4n—2 + an

Qp - Gn—1

Quotientenfolge

Restefolge

(QOEZ,O<a2 <a1)
(q1 eN;,0< a3 <a2)
(g2 € N;,0 < ay < ag)

(Gn-2 € NL,0< an < an—1)

(Gn-1 > 2,an41 =0)

Euklidischer Algorithmus — Grundalgorithmus

Von EUKLID stammt ein effizientes Verfahren zur ggT-Berechnungs mittels
iterierter Division mit Rest:

rekursive Version: iterative Version:
Euclid-rek (int a,int b) Euclid-iter (int a,int b)
if b =0 then a:=a,fB:=b
return(a) while 5 # 0do
else (a, B) := (B, @ mod ()
return(Euclid-rek(b, a mod b)) end while
end if return(ca)

basierend auf

Theorem (GA, Thm. 7.19)

Va,b € Z : ggT(a,b) = ggT(b,amod b)

6
Beispiel: a = 57,b = 33
57 =33-1+24
33=24-1+9
24=9-2+6
9=6-1+3
6=3-2

Quotientenfolge: (qo,q1,-..,q4) = (1,1,2,1,2)
Restefolge: (ag, a1, as,...,as) = (57,33,24,9,6,3,0)



e Terminierung
ag>ay>ag> > an > ape1 =0 flireinn>1
¢ Korrektheit

geT(a,b) = ggT(ao, a1)
= ggT(ay,az)
= ggT(az, a3)
=+ = ggT(an, nt1) = g8T(an,0) = an

Eine alternative Betrachtung:

Euklids Algorithmus fiir (a,b) = (ag,a1) erzeugt zu der Folge
a; =ai41-¢ +ai42 (0<i<n)
von Divisionsschritten eine Quotientenfolge {(qo, g1, - . ., ¢,) mit
g>1 (0<i<n) und g, >2
Es gilt
aiv2 - (¢ +1) < aip1-q + a2 =a; (0<i<n)
und somit

gi+1<ai/ai2 (0<i<n) und g, =an/ant1 -

11

Effizienz wird gesichert durch den Satz von Lamé (1845):

Wenn die Berechnung von ggT(a,b) fiir a > b > 0 genau k Aufrufe der
Prozedur Euclid-rek (bzw. k Schleifendurchldufe der while-Schleife in
Euclid-iter) erfordert, dann gilt a > fi, und b > fr_1, wobei f; die
i-te FIBONACCI-Zahl ist.

Aus den bekannten Aussagen iiber die FIBONACCI-Zahlen ergibt sich:

Sind a,b € N mit a > b, dann ist die Zahl der Divisionschritte im
Euklidischen Algorithmus fiir a,b < 4.8 - logyo(a) + 2.

10

Ausgehend von a = ag > a; = b ergibt sich

n—1 a n—1 a a a
. poac
2t < g [[a+) < —J]—< =
i—0 An41 525 Git2 ag - Ap41 Gp41

apar ( a )2
an+1an+1 ~ \ggT(a,b)

e Theorem : Fiir a,b € N benétigt die Berechnung von ggT(a,b) hdchstens
|2 - logymax(a,b)| + 1 Divisionsschritte

(Linearitit in der Problemgrésse)

12



Untersuchung im logarithmischen Komplexitatsmodell:
ls(a) : Grésse (Lange) von a bei der Darstellungen in Basis 3

Jeder Divisionschritt a; = a;+1 - ¢; + ai42 erfordert £g(ait+1) - £3(¢;) Operationen
in B-Arithmetik.

Gesamtaufwand, gemessen in Basis-3-Operationen fiir Euklids Algorithmus (a, b):

n

> to(air) - Lo(as)

i=0
und dies ist, unter der Annahme a > b, beschrankt durch

lp(a1) - (Z g(qi +1) +€ﬂ(qn)> ~ £p(b) - £3(qn - 1:[(% +1))

i=0 i=0
< 245(b) - (fp(a) — £s(geT(a, b)) +1)

13

Die algebraische Sicht:

o Fiira,be Zist
Hop={a-u+b-v;uvelZy}

eine Untergruppe (sogar ein “ldeal”) von Z,
dh.z,y€ Hyp=>x—y € Hyp (und -z € Hyy, fir alle u € Z)

e Divisionseigenschaft von Z = ist H # {0} eine Untergruppe von Z, so gilt
H=k-Z={k-u;ucZlZ}
wobei k = min{h € H; h > 0}

e Fiir a,b € Z mit (a,b) # (0,0) gilt Hyp =k-Zmitk=a-s+0b-tund esist
k = ggT(a,b), denn
—a€Hyp=klaundbe H,p, = k|b
—clanc|lb=c|(a-s+b-t)=k

e Das liefert noch kein algorithmisches Verfahren zur Berechnung von (s, t)

15

Euklidischer Algorithmus — erweiterte Form

Eine fundamental wichtige Eigenschaft des ggT fiir ganze Zahlen ist:

der ggT(a,b) ldsst sich als Linearkombination von a und b mit
ganzzahligen Koeffizienten darstellen (BEzouT-Beziehung)

Va,b€Z 3s,t €Z:a-s+b-t=ggT(a,b)

Tatséchlich ist ggT(a, b) die kleinste positive Zahl € Z, die sich als
Linearkombination von a und b darstellen |&sst.

14

EXTENDED_EUCLID (int a, int b)
{  /* returns (d, s,t), where d = gcd(a,b) = as + bt */
if (b ==0) return (aq, 1, 0);

else
{
(d',s',t') = Extended_Euclid(b, a mod b);
s=t"
t=s —t'(adivd),
return (d', s,t);
}

16



Iterative Version des erweiterten Euklidischen Algorithmus:

seiena >b>0
fiir i = 0,1,2,... seien a'® = (s;,t;,a;) € Z3 und ¢; € N, definiert durch

a® :=(1,0,a)
a) :=(0,1,b)
1:=1

while a; # 0 do

qi—1 = I_ai—l/aiJ
a(i+1) = a(i_l) — Qi—l . a(i)

1 =1+1
end while

17

Die Eigenschaften des erweiterten Euklidischen Algorithmus ergeben sich leicht
aus einer Darstellung in Matrizenschreibweise

a = {(ag,as,a3) = (1,0,a)

ﬁ = </813ﬂ27ﬂ3> = <Oa 1,b>

while g3 # 0 do
q:=ag div (3
al (0 1 a
8] \1 -¢) \8
end while

<S7 t? d> = <OZ1, Qg, CV3>

19

Beispiel a = 57,b = 33

a® =(1,0,57)

a =(0,1,33) q = [57/33] =1
a® =a® — g . a® =(1,-1,24) G =133/24] =1
a® =a® — ¢ . a® = (-1,2,9) g2 = [24/9] =2
a® = a® _g,. a<3 (3,—5,6) g3 =19/6] =1
a® =a® _ g a® = (—4,7,3) qa = [6/3] =2
a® =a® — g, a® =(11,-19,0)

BEzouT-Beziehung
57 (—4) +33-7 =3 = ggT(57, 33)

Notabene
33 57

57-11-33-(-19) =0, 11= —— _ 19=——>___
(=19)=0, geT(57,33)’ ggT(57,33)

18
Es ist
a® 0o 1 0 1 1 0 a
a(i"’l) 1 —qi—1 1 —qo 0 1 b
fir0 <i<mnm;
daher ist
a
« B 0
0
p -1

eine Schleifeninvariante.
Mit () = <si,ti,ai> ist

a-s;+b-t;=a; firo<i<n-+1

20



Daraus ergibt sich die BEZOUT-Beziehung:

a-sp+b-t,=a,= ggT(a,b)

sowie
a'5n+l+b'tn+l = On+1 =0
mit
Sn+1 = (—1)”Jrl ———— und t, = (-1)" e
ggt(a,b) ggt(a,b)
21
Beispiel a = 57,b = 33:
Quotientenfolge : {(qo,...,q4) = (1,1,2,1,2)
0 1 0 1 B 1
1 -1 1 -1 -1
0 1 0 1 0 1) (-1
1 -2 1 -1 1 -1 3
0 1 0 1 0 1 0 1 B 3
1 -1 1 -2 1 -1 1 -1 —4
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 B —4
1 -2 1 -1 1 -2 1 -1 1 -1 11

23

—-19

Beweis (Induktion iiber Anzahl der Divisionen im EA)
beachte: ist {qo, q1, .. -
(1,92, ,qn—1) die Quotientenfolge fiir EA(aq,as), wobei
get(ao,a1) = ggt(a, az), daher

N R R

( ) (0 1 ) ) ( 5;71 t;lil
_ o (=1)"a> (=" *lay

1 o get(a1,a2)  ggt(a,az)

Sp—1— qotpn_1

1)"+1a1 (=" _(=D"Tlay
ggt(ao a) get(ao, al) 90 gge(ag,a1)

Snl

thn 1
),,+1 (=1)"ag
ggt(ao a1) ggt(ag,a1)

22

EUKLIDs Algorithmus (in der erweiterten Form von BEZOUT) behandelt ein

fundamentales Problem:
Losen linearer Gleichungen in Z
denn es gilt fiir a,b, c € Z mit (a,b) # (0,0):

Ju,veZ : a-ut+b-v=c & ggT(a,b)|c

und wenn diese Bedingung erfiillt ist, ist die Menge der ganzzahligen Lésungen

der Geradengleichung
a-x+b-y=c

gegeben durch

@) =550+ 5 (~ba) (ke2)

,qn—1) die Quotientenfolge fiir EA(ag,a1), so ist

)

wobei s,t Bézout-Koeffizienten fiir (a,b) und d = ggT(a,b) sind, d.h.,

a-s+b-t=d

24

0
1

1

—qo

|
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Beispiel
e 57-x24+33-y=-9
Losungsmenge:

(z,y) = %9 (—4,7) + g - (—33,57)

(12-11-k,-21+19-k) (k€ Z)

e 57-x+33-y= -8
Losungsmenge: ()
Wichtige Bemerkung:
man kann diese Idee ausbauen zu einem Verfahren, um die Menge der

ganzzahligen Lésungen von linearen Gleichungssysteme mit ganzzahligen
Koeffizienten zu berechnen.

27

Zum Beweis:

e es gilt

Hyp={a-u+b-v;uveZ}=ggllab) Z

daherista-z4+b-y=cin Z lésbar < ¢ € Hqp, (d.h. ggT(a,b)|c)

o falls Losbarkeit gegeben und d = ggT(a, b)

a-rz+b-y=c&

T
d d¥T 4

wobei nun ggT(a/d,b/d) = 1, d.h. es geniigt, den Fall ggT(a,b) =1 zu betrachten

e mit BEzouT-Koeffizienten s,¢, d.h. a-s+b-t =1 gilt

a-(c-s)+b-(c-t)y=c

d.h. (zo,y0) = (c- s,c-t) ist spezielle Lésung von a-x +b-y = ¢

o (z,y) = (xo+ X,yo +Y) ist genau dann Lésung von a-z+b-y = ¢, wenn (X,Y)
Losungvona- X +b-Y =0

e die Lésungen von a- X +b-Y = 0 sind genau die (k-b,—k-a) mit k € Z —
hierfiir bendtigt man ggT(a,b) =1

) 57z + 33y
(2) T+y
(3) 24z + 33z
(4) z+z
(5)  24u+ 9z
(6)
(7
)
)

6 2u+z
7 6u + v
8 u+v
9 6w + 3v
(10) 2w+w
(11) v
(12) u
(13) z
(14) )
(15) y

-3 —2w
3w+ 3
-9 — 8w
11w + 12
—21 — 19w

26

die zu I8sende Gleichung

Division mit 33 = min{57, 33}, neue Variable z

(1) =33-(2)
Division mit 24 = min{24, 33}, neue Variable u
(3)—24-(4)

Division mit 9 = min{24,9}, neue Variable v

(8) —9-(6)

Division mit 6 = min{6,9}, neue Variable w

(1) -6-(8)
Division mit min{3,6} = 3
aus (10)
aus (11) und (8)
aus (12) und (6)
aus (13) und (4)
aus (14) und (2)
28



Die ganzzahlige Lésungsmenge der Gleichung 57z 4 33y = —9 ist also

(z,y) = (12, -21) + w - (11,—19) mit w € Z

29 30
Das Verfahren funktioniert auch fiir Gleichungen mit mehreren Variablen Zur Losung linearer Gleichungen iiber Z
(1) 8z —Ty—5z = 9 zu lsende Gleichung Gesucht ganzzahlige Lésungsmenge von
(2) T—y—2z = U Division mit 5, neue Variable u () a1 -x1+as-xo+--+ap -x,=Db
(3) 3z -2y+5u = 2 (1) =5-(2) wobei a1, - ,ap,,b € Z, nicht alle a; =0
4 - 2 = Divisi it 2, Variabl , ,
@) z-y+2u v vision mi neue vanable v — ohne Einschriankung sei a1 > 0 und a; = minj<;<n{|a;|; a; # 0}
5) z4+2v+u = 2 3)—2-(4)
—|Fall1l:a; =1
(6) x = 2—u—2v aus(5)
dann ist die allgemeine Lésung von (*) gegeben durch
(7) y = 2+wu—3v aus(6)und (4)
(8) ~ =  3utwv aus(7) und (2) (b—ag 2o — =G - Tpn,Tay...,Ty) Mit (za,...,2,) € Z"?

— | Fall 2a: > 1, alle a; durch teilbar
Die ganzzahlige Losungsmenge der Gleichung 8x — 7y — 5z = 2 ist also ‘ a @i CUTER a1 Tl ‘

dann ist (*) I6sbar < a | b und Lésung ergibt sich aus

x -1 -2 2 " " "

U t %2 Lo 2
yl=11 -3 ) + 2| wveZ . xﬁa1 T2+ o T w
z -3 1 0 — Fall 1.

31 32



— | Fall 2a: a1 > 1, nicht alle a; durch a; teilbar‘ Daher

aex=a;-(a+a))ex+(amodar)ex

Bezeichnungen (+ = ganzzahlige Division) —_—
y
a={ay,az,...,a,) Betrachte y als neue Variable mit
_ a a
w—<$1,$2,...,$n> (**) y:x1+LfJx2++LfJxrl
1 1
(a+a1)= (a1 +ay,a2 +ay,...,an +ay) _
H:l—’ Mit
(a mod a1) = (a1 mod a1, as mod ay,...,a, mod a;) a = (aj,a3 mod ay,...,a, mod ay)
=0 nicht alle =0 = (y,T2,...,Tp)
gilt: die Losungen (1,9, ..., ) von (x) entsprechen ein-eindeutig den
Zu lésende Gleichung (e = Skalarprodukt) Lésungen (y,xa,...,x,) von
aexr=1»

(¥) aex=1D
vermoge ().

Divisionsbeziehung Wichtig (fiir die Terminierung):

a=a;-(a+a)+(amoda) min{aj,as mod ay,...,a, mod a1} < ay
33 34
Das Verfahren lasst sich fiir die Bestimmung der ganzzahligen Lésungen

. . 4. Elimination von x durch Einfiihrung einer neuen Variablen t,
ganzzahliger Gleichungssysteme verwenden.

Beispiel (vgl. KNuTH, TAOCP, Abschnitt 4.5.2) 2t + o + 22 = 12

1. zu lésendes System 4ty 4+ Ta + 3z = 4
10w + 37 + 3y + 8 = 1 5. Elimination von z durch Einfiihrung einer neuen Variablen t3

6w — Tx - 5z = 2 t + 2t + oz = t3

2. Elimination von y mittels der ersten Gleichung und Einfiihrung einer neuen tih + 2 + 33 = 4

VertElsl o 6. Auflésen nach t5 und Riickwaéartseinsetzen liefert
Jw + x + Yy + 2z = 1
w + 3t + 2z = 1 w = 17 — 581 — 1ldts
= 20 — 5t; — 1Tt
3. Elimination von w aus zweiter Gleichung * ! 3
y = —b5 4+ 19t + 45i3
6(1—-3t1—22) — 7z — bz = 2 5 o= 3 t, 4+ Tt

181 + T7x + 17z = 4
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BINARY_EUCLID (int a, int b)
{ /* returns gcd(a, b) provided that a,b € N */
intd=1,
while ((a mod 2 ==0) && (b mod 2 == 0))
{
a=a/2; b=0b/2; d=2-d;
}
while (a # 0)
{
/* aorbisodd */
while (¢ mod 2 ==0) a = a/2;
while (b mod 2 ==10) b=1b/2;
/* aand b are odd */
if (a < b) swap(a, b)
a=a—b;
}

return (b - d);

39

Der binare Euklidische Algorithmus

macht sich die Binardarstellung der Zahlen zu Nutze und realisiert die Berechnung
des ggT mittels Subtraktion und Division durch Zweierpotenzen (= shift).
Er beniitzt die (offensichtlichen) Beziehungen

geT(2a,2b) = 2 - ggT(a,b) (a,b e N)

ggT(2a,b) = ggT(a,b) (a,b € N, b ungerade)

ggT(a,b) = ggT(a—b,b) (a,b € N,a > b, beide ungerade)
38

Beispiel: a = 40902, b = 24140

a b — a b
40902 24140 — 20451 12770 =d=2
20451 12770 — 20451 6035
14416 6035 — 901 6035
5134 901 — 2567 901
1666 901 — 833 901
68 833 — 17 833
816 17 — 51 17
34 17 — 17 17
0 17 —

= ggT(40902,24140) = 2-17 = 34

40



e Termination und Korrektheit von BINARY_EUCLID ergeben sich aus den drei
verwendeten Gleichungen fiir den ggT

e Bei jedem Durchlauf der dusseren while-Schleife wird mindestens eines der
beiden Argumente halbiert = O(log(a + b)) Schleifendurchliufe

e Jeder Schleifendurchlauf erfordert Operationen (Vergleiche, Zuweisungen,
Divisionen durch 2, Subtraktion), die sich insgesamt in O(log(a + b))
Bit-Operationen ausfiihren lassen

e BINARY_EUCLID berechnet den ggT von natiirlichen Zahlen mit
O(log?(a 4 b)) Bit-Operationen
(HEUN, Grundlegende Algorithmen, Abschnitt 7.1; siehe auch KNUTH, The
Art of Computer Programing, vol. 2, Seminumerical Algorihtms, Abschnitt
4.5.2, und BACH/SHALLIT, Algorithmic Number Theory, vol.1 Efficient
Algorithms, Kapitel 4)

41

e die wesentliche Anderung gegeniiber der iterativen Version der Euklidischen
Algorithmus

— an Stelle der exakten Quotienten |d’/d] wird mit den angendherten

Quotienten
c= 2max([(d')7é(d)71,0)

gerechnet (— shift-Operationen). Dabei gilt

1 /
1 . Ld,/dj < 2max(l(d )—£(d)—1,0) < \_d//dJ

e Konsequenz fiir die Bit-Komplexitdt: auch BINARY _EXTENDED_EUCLID
verwendet nur O(log?(a + b)) Bit-Operationen.

43

(d,s,t) = (a,1,0);
(d',s',t") = (b,0,1);
while (d' #0)

{

if (d' < d) swap((d,s,t),(d,s,t))

BINARY_EXTENDED_EUCLID (int a, int b)
{ /* returns (d, s,t), where d = gcd(a,b) =a-s+0b-t*/

¢ =1 << max((d') — £(d) —1,0); [*c = 2max(Ed)—Ld)=1,0) */
(d,s,t)=(d,s,t)—c(d,s,t);

}

return (d, s,t);

a
b

T =bx 2@(0,)7@(17)71
c=a—zx

y = b 2L—t®)-1
d=c—vy

2 — b 2UD—L()—1
e=d—z

u = b 28e)—E®)-1

~

=e—1Uu

v = fx2®—EN-1

1023
15
480
543
480
63
30
33
30

w o o o W

a2
{(a) =10
by =4
{(c) =10
od) =6
f(e) =6
(f) =2
tg) =4
(h) =2
44
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LDie Restklassenringe Z,
L Definitionen

Die Ringe Z,
» fiir n > 0 wird auf Z, = {0,1,2,...,n — 1} definiert:

+n:Zn XLy — Zpn:(a,b) — (a+ b) mod n
kp : Ln X Ln — Zn:(a,b) — (axb) mod n

Beispiel n =15
941511 =5 O%1511 =9
9*155:0 9/\1511:9

» (Zn; +n, *p) ist ein Ring mit kommutativer Addition und
Multiplikation

» (Zn; +n,*n) ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine
Primzahl ist

L Die Restklassenringe Zj,
Invertierbare Elemente (Einheitengruppe)

Invertierbare Elemente ( “Einheiten”)

» beachte: fiir a, n € Z gilt (Bézout!!)

gegT(a,n)=1 & 3FbIkeZ:axb+nxk=1

» Dabei gilt

geT(a,n)=1 = ggl(b,n)=1

» b ist bis auf Vielfache von n eindeutig bestimmt, ist also ein
Element von Z,!

» Man berechnet b (bzw. b mod n) mit Hilfe des erweiterten
euklidischen Algorithmus.

L Die Restklassenringe Zp,
LDefinitionen

Algebraische Bemerkung (dquivalente Definition)

Der Ring (Zp; 4+, *n) entsteht aus dem Ring (Z; +, %), indem man
Restklassen beziiglich der Untergruppe (sogar: Ideal)
nZ = {n- k; k € Z} betrachtet:

» Die n verschiedenen Restklassen
laln=a+nZ={a+n-k; keZ}
bilden die Elemente des Ringes (Z/(nZ); ®,, ©®,) mit

[a]n @n [bln =[a+ b]n (a,b € Z)
[a]n ©n [b]ln =[a- b]n (a, b€ Z)

» [a],=[b]n & a=b modn < n|(a—b)
» Die Ringe (Z/(nZ); ®n, ©n) und (Zp; +n, *n) sind isomorph:

(Z/nZ) > [a]ln, <= a mod n€Z,

L Die Restklassenringe Z,,
Invertierbare Elemente (Einheitengruppe)

» fiiraec Z,

dbeZ,: axpnb=1 & dbecZikecZ :axb+nxk=1
< ggT(a,n) =1

» dieses b € Z, ist das Inverse von a € Z, beziiglich der
Multiplikation: b = a~1
» Menge der invertierbaren Elemente von Z,:
Zy,={ae{1,2,...,n—1}; ggT(a,n) =1}
» Beispiel:
EEA(11,19) = 11-74+19x(—4)=1 = 117'=7inZy
» Beispiel Zig

a |1 5 7 11 13 17
alll1 11 13 5 7 17




LDie Restklassenringe Z,
L Invertierbare Elemente (Einheitengruppe)

» 77 hat multiplikative Gruppenstruktur, denn wegen

geT(a,n) =1,ggT(b,n) =1 = ggT(a*b,n) =1

gilt

» Ya,be Z} : ax, be 7

» VaeZ:3beZ: : ax,b=1 (eeAlll)
und daher:

U, = (Z}; %,) ist eine kommutative Gruppe

(“Einheitengruppe modulo n")

LDie Restklassenringe Z,

— Invertierbare Elemente (Einheitengruppe)

» Folgerung (Gleichungsldsen in Zj,)
Vac€Z, Vb€ Zy, Tix EZp : a*px=Db

namlich x = a 1%, b
» Aus dem Loésungsverfahren fiir Z folgt:
» Fiir a,b € Z, gilt:

ax,x=0b losbar <= ggT(a,n)|b

» Falls ggT(a, n) = d, so gibt es genau d verschiedene Losungen

X0+ k- g (0 < k < d) wobei 2. X0 = Tin Zp)q (eindeutig)

d d

LDie Restklassenringe Z,
LIn\/ertierbare Elemente (Einheitengruppe)

Beispiel Zig = Uss:

5 7 11 13 17
5 7 11 13 17
11 13

o
~N Gl Rk
~
=
~
=

11|11 1 5 13 17 7
13113 11 1 17 7 5
17 |17 13 11 7 5 1

L Die Restklassenringe Z,,
L

— Eulers ¢-Funktion

Eulers (o-Funktion

» Definition: §U, = $Z}, = ¢(n)
> erste Werte:

10 11 12 13 14 15

8 9
4 6 4 10 4 12 6 38
S

» o ist multiplikativ in folgendem Sinne:

ggT(a,b) =1 = (axb)=p(a)*p(b)

» Multiplikativitat ist dquivalent zu
n=>"wd) (n>0)
d|n

Zd|n : Summe iiber alle positiven Teiler d von n
> Beispiel: 18 = ¢(1) + ¢(2) + ©(3) + ©(6) + ¢(9) + ¢(18) =
1+1+2+2+6+6



LDie Restklassenringe Z,
LEulers @-Funktion

Folgerung aus der Multiplikativitat

» o ist durch seine Werte auf Primzahlpotenzen bestimmt:
pprim = ¢(p?) =p*H(p—1) (e>0)

» Speziell: (Z,; +n, *n) Korper < n Primzahl < ¢(n) =n—1
» Folgerung: falls n = Hle p;’

() = ilf[lpf”(p,- -y=n-T] (1-3)

pln
p prim

» Also: Berechnung von ¢(n) einfach, falls Primfaktorisierung
von n bekannt

» Aber: bis heute ist kein effizientes Verfahren zur Berechnung
von ¢(n) (z.B. ohne Kenntnis der Primfaktorisierung)
bekannt!

LDie Restklassenringe Z,

L Eulers ¢-Funktion

Beispiel: Zerlegung von Zg

Z1s =1{0,1,2,3,...,17}
={1,5,7,11,13,17} ¥ {2,4,8,10, 14, 16}
ggT(;rl8)=1 ggT(é:,r18)=2
w {3,15} W {6,12} w {9} w {0}
~—— ~—— ~—~ ~—~
geT(3,18)=3 ggT(3,18)=6 ggT(a,18)=9 ggT(a,18)=18
=1-{1,5,7,11,13,17} @ 2-{1,2,4,5,7,8}
W 3-{1,5} W 6-{1,2} w 9-{1} w 18-{0}
=1-Zjg W 2-Zg W3 -Zgtw6-Z3 W 9-Z5 ¢ 18-7Z7

= | d-Zig)q
d|18
. 18
= 18= ) Zigq= ) ¢(5) =D ¢(d)
d|18 d|18 d|18

LDie Restklassenringe Z,
LEulers @-Funktion

Beispiele
> n=12

1

1
12=2%%3 p(12) =12 (1-3)(1-3) =4

» n=13

={1,2,3,...,12}  o(13) = §7Z%; = 12

1
13 =13 ¢(13):13-(1—E):12
> n=67914
67914 =2 %3273 % 11
(67914) = n- (1 — 1) (1-— 1) (1-— 1) (1-— i) — 17640
v - 2 3 7 11’ =

L Die Restklassenringe Z,,

— Eulers ¢-Funktion

Nachweis der Multiplikativitat

» Fir ne Nund d|nist
And ={a€Zy;ggl(a,n)=d}=d -Z,,

» Wegen Z, = Lﬂd|nA,,’d folgt
n=14Zn=> tAna=> Zyg=> o(n/d)=> ¢(d)
d|n d|n d|n d|n

» Induktion iiber Teilerstruktur fiir a, b mit ggT(a, b) = 1:
» Angenommen: fiir e, f mit ela, f|bund e- f # a- b sei
o(e) - p(f) = ¢(e - f) bereits gezeigt, dann folgt
¢(a) - p(b) = ¢(a- b) aus

YD owle- )= wld)=a-b=3 ¢e) ) w(f)
ela

ela f|b dla-b flb



LDie Restklassenringe Z, LDie Restklassenringe Z,
L Mobius-Inversion L Mabius-Inversion

Exkurs: Mobius-Inversion
(A.F. Mobius: Uber eine besondere Art der Umkehrung von > 1t hat die Eigenschaft
1 n=1

Reihen, 1831)
» Definiere eine multiplikative Funktion y : Nug — {0, £1} (die > uld) =61 = {0 -
Mébiusfunktion) durch d|

> Beweis mittels Binomialformel. Fiir n = pf* - p5* - - - p* ist

-1 fire=1
n(1) =1, p(p®) = €7 (p Primzahl)
0 fire>1 Z(d) Z{ (d); d|n,d quadratfrei }
.. w(d) = w(d); d|n,d quadratfrei
also fiir n = pj* - p3? - -+ p;* T
(—1)* fallse; = e =... = e = 1 (quadratfrei) = Z Z 1(piy - i+ Pjy)
pu(n) = 0 sonst 0<j<k1<ih<i<...<ij<k
> erste Werte: S </f>(_1)1 — (1= 1) = i {0 k>0
0=k J 1 k=0

n |1 2 3 4 5 6 7 89 10 11 12 13 14
pmy[1 -1 -1 0 -1 1 100 1 -1 0 -1 1

L Die Restklassenringe Z,,
— Mobius-Inversion

» Sind f, g : Nyg — C Funktionen, so sind die beiden Aussagen Des spels Bepisl () = o ) = el
gln)=n=> o(d) =) f(d)
d| d|

g(n) =Y f(d) (n>1))
d|n

f(n) = > n(d)-g(Z)=>_n(5)-gd) (n=1)
d|n d|n

LDie Restklassenringe Z,
— M&bius-Inversion

f(n) = ¢(n) = Zu(d)-g(g) = Z“(d) g
dln din

Beachte nun fiir n = pj* - p3? - - - p*

aquivalent zueinander. Insbesondere ist dann jede der beiden
Funktionen durch die andere eindeutig bestimmt n n
- © . Zﬂ(d)’g: Z Z 1Py Piy -+ ) -
» Beweis (durch Vertauschen von Summationen): d] 0<j<k 1<i<i<..<i<k Piy - Piy ** * Pi;
n )
D n(d)-g(5) =D uld)- D fle)=) fle)- Y u(d) —n Y T L
@l din el eln  dI2 o<k 1<ih<i<..<i<k Pi P2 P
=S 6) a0 = 110 o T (1)
eln pln P
p prim



L Die Restklassenringe Zp,

LUntergruppen und Nebenklassen

Gruppentheoretisches Intermezzo (additiv)
G kommutative Gruppe , H Untergruppe von G
» Definition der H-Aquivalenz:

Va,be G : a~yb < b—aeH

0eH = ~y ist reflexiv
aeH— —aeH = ~py ist symmetrisch
a,beH—a+beH = ~ ist transitiv
> Folgerung: ~p ist eine Aquivalenzrelation auf G
Die Aquivalenzklassen (“Nebenklassen” (cosets) von H)
[l ={be G;a~yb}={a+h,heH=a+H

partitionieren G in “gleich grosse” Teile, denn

H — [a]y : h— a+h ist bijektiv, alsoVa e G : f[a]ly =tH

LDie Restklassenringe Z,

— Untergruppen und Nebenklassen

Bemerkung fiir die Definitionen der H-Aquivalenz beziiglich einer

Untergruppe H in einer nicht-kommutativen Gruppe G:

— Es kommt bei der Multiplikation auf die Reihenfolge der

Faktoren an. Die Aussagen a ! x b H (d.h. b€ ax H) und

bxa=te€ H (d.h. b€ Hxa)sind i.a. nicht gleichwertig.
Entsprechend muss man “Linksnebenklassen” a*x H und
“Rechtsnebenklassen” H x a unterschieden. Es kann
vorkommen, dass ax H # H x a

— Ist H eine Untergruppe von G und gilt ax H = H x a fiir alle
a € G, so spricht man von H als einer normalen Untergruppe

oder einem Normalteiler von G.

Normalteiler sind besonders angenehme Untergruppen, weil
man auf der Menge der Nebenklassen wieder eine
Gruppenoperation definieren kann

Va,be G : [a|ly*[b]y :=[axb]y

Fiir Nicht-Normalteiler funktioniert das nicht!

LDie Restklassenringe Z,
LUnterg;ruppen und Nebenklassen

Gruppentheoretisches Intermezzo (multiplikativ)
G Gruppe, H Untergruppe von G

» Definition der H-Aquivalenz:

Va,be G : a~yb — alxbeH

ec H = ~p st reflexiv
acH—aleH = ~p ist symmetrisch
abeH—axbeH = ~y ist transitiv

» Folgerung: ~p ist eine Aquivalenzrelation auf G
Die Aquivalenzklassen (“Nebenklassen” (cosets) von H)

[a]y ={be G;a~y b} ={axh, he H} =axH

partitionieren G in “gleich grosse” Teile, denn

H — [a]y : h+> axh ist bijektiv, alsoVa € G : [a]y = tH

L Die Restklassenringe Z,,

L Zyklischen Gruppen

Zyklische Gruppen

» G Gruppe (multiplikativ), a € G

(a):{...,a_z,a_l,e:ao,a:al,aZ,aS,...}:{ak; keZ}

ist eine Untergruppe von G: die von a erzeugte Untergruppe
» Falls §(a) = co: (a) hat die gleiche Struktur wie (Z,+) :

» a hat unendliche Ordnung, ordg(a) = oo,
» (a) ist eine unendliche zyklische Gruppe.

» Falls f(a) = n < oo: (a) hat die gleiche Struktur wie (Z,, +,) :

» a hat endliche Ordnung, ordg(a) = n,
» (a) ist eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n.

» Eine Gruppe G heisst zyklische Gruppe, wenn es ein a € G
gibt mit G = (a).

» Die Gruppen (Z,+) und (Zp,+,) (fir n > 1) sind — bis auf
Isomorphie — die einzigen zyklischen Gruppen.



LDie Restklassenringe Z,
LZyklischen Gruppen

Beispiele
Betrachten Einheitengruppen U, = Z7:

#(a) = ord,(a): die Ordnung (Periode) von a modulo n

» n=7

(1) ={1}

2)={22=1,2'=2,22=4,28=1,...} ={1,2,4}
(3)={1,3,3=2,3=6,3"=4,3"=53=1,.. }

=1{1,2,3,4,5,6}
4y ={1,4,2,1,...} ={1,2,4}

(5) = {1,5,4,6,2,31,...} = {1,2,3,4,5,6}

6) = {1,6,1,...} = {1,6}

Uz = Z% = (3) = (5) ist also eine zyklische Gruppe

LDie Restklassenringe Z,
\—Zyklischen Gruppen

Beispiele
» n=29
(1) = {1}
(2) ={1,2,22=4,28=8,2=7,22=520=1,..}
={1,2,4,5,7,8}
4y ={1,4,7,1,.. Y ={1,4,7}
(5) = {1,5,7,8,4,2,1,...} = (2)
(7) = (4)
(8) ={1,8}

U9:Z3:{172>4757778}: <2> =

Uy ist also eine zyklische Gruppe.

LDie Restklassenringe Z,
LZyklischen Gruppen

Beispiele
» n=28
(1) ={1}
3)={1,3,32=1,...} = {1,3}
(5) ={1,5,5° =1,...} = {1,5}
7 ={1,7,77=1,..} ={1,7}

Us =73 = {1,3,5,7} # (1), (3), (5), (7).
Us ist also keine zyklische Gruppe.

L Die Restklassenringe Z,,
\—Zyklischen Gruppen

Beispiele
» n=10
(1) = {1} ordyg
<3> = {1,3,9,7,1,.. } ord10
<7> = {1,7,9,3,1,.. } Ol’dlo
<9> = {1,9, ].7 } Ol’dlo

Uio = Zijp = {1,3,7,9} = (3) = (7)
Uy ist also eine zyklische Gruppe.



L Die Restklassenringe Zp,

L Zyklischen Gruppen

» n=11
(1) ={1} ordyy (1) =1
(2) ={1,2,4,8,5,10,9,7,3,6,1,...}  ordi1(2) =10
<3> = {1737975747 1, } ord11(3) =5
(4) ={1,4,5,9,3,1,...} ordi1(4) =5
(5) ={1,5,3,4,9,1,...} ord11(5) =5
(6) = {1,6,3,7,9,10,5,8,4,2,1,...}  ordy1(6) = 10
(7) ={1,7,5,2,3,10,4,6,9,8,1,...}  ordy1(7) =10
(8) ={1,8,9,6,4,10,3,2,5,7,1,...}  ordy1(8) =10
(9) ={1,9,4,3,5,1,...} ord11(9) =5
(10) = {1,10,1,...} ordi1(10) = 2

Un =727, ={1,2,3,...,10} = (2) = (6) = (7) = (8)
U1 ist also eine zyklische Gruppe.

LDie Restklassenringe Z,

— Lagrange, Fermat, Euler

Die Sitze von LAGRANGE, FERMAT und EULER

» Satz von LAGRANGE
G endliche Gruppe, H C G Untergruppe = #H | 1G.
» Folgerung:

» G endliche (multiplikative) Gruppe mit neutralem Element e.
Fiir jedes a € G gilt:
ordg(a) | 4G

und somit
aﬁG — aordc(a) —e

» ordg(a) ist die kleinste positive Zahl t mit at = e

LDie Restklassenringe Z,
LZyklischen Gruppen

» n=12
(1) = {1} ordip(1) =1
(5) ={1,5,1,...} ordia(5) =2
(1) ={1,7,1,...} ordia(7) =2
(11) = {1,11,1,...} ordi2(10) =2
Uiz = Z1, = {1,5,7,11} # (1), (5), (7), (11)
Ui, ist also keine zyklische Gruppe.
L Die Restklassenringe Z,,
L Lagrange, Fermat, Euler
Niitzliche Regeln fiir das Rechnen mit Ordnungen:
» Wegen der Divisionseigenschaft gilt fiir k € Z:
ak _ ak mod ordg(a) _ ak mod §G
also
ak=e o ordg(a)|k
» Fiir k € Z gilt:
ordg(ak) = ordg(a) _ kgV(k, ordg(a))
ggT(k, ordg(a)) k
Begriindung: fiir a, b, c € Z gilt
a kgV(a, b)
b- & &
al(b-<) ggT(a,b)|C b€



LDie Restklassenringe Z,
LLagrange, Fermat, Euler

» Spezielle Situation der Einheitengruppen U, = Z} modulo n:
Va € Uy : ordp(a) = #(a) | §G = ¢(n)
also
Va e U, : a?(" = g0 (a) — 1
» Satz von EULER: Fir alle a € Z mit ggT(a, n) = 1:
a#(" =1 (mod n)
» Satz von FERMAT: Fiir jede Primzahl p und beliebiges a € Z

mit p fa gilt
a”1=1 (modp)

und damit auch a? = a (mod p) fiir alle a € Z.
» Fiir alle a € Z mit ggT(a,n) =1 und k € Z gilt:

k _ ak mod ¢(n) _ ak mod ordn(a)

a mod n

LDie Restklassenringe Z,

— Lagrange, Fermat, Euler

Zur lllustration: Z7
» Z;, =1{1,2,3,...,16},p(17) = 16
> o(17)=17-(1- &) =16

» (3) ={1,3,9,10,13,5,15,11,16,14,8,7,4,12,2,6},
ord17(3) =18

39 =33 =10 mod 17
(4) = {1,4,16,13}, ordi7(4) = 4
4106 = 210 = 42 = 16 mod 17

v

v

v

LDie Restklassenringe Z,
LLagrange, Fermat, Euler

Zur lllustration: Z34
> 73 = {1,5,7,11,13,17,19,23,25,29, 31,35}, »(36) = 12
> ¢(36) =36-(1—3)(1—3%)=12

(5) = {1,5,25,17,13,29}, ordss(5) = 6

5117 =59 =53 = 17 mod 36

(13) = {1,13,25}, ordse(13) = 3

13116 = 13% = 132 = 25 mod 36

v

v v v

L Die Restklassenringe Z,,
LOlrdnung; und Faktorisierung

Ein Blick in Richtung Faktorisierung
» Problem: eine grosse Zahl N € N soll faktorisiert werden.
» Annahme: man kann fiir a mit 1 < a < N die Ordnung
(Periode) ordy(a) bestimmen.

» Man wahlt sich ein a und berechnet ggT(a, N).
» Falls ggT(a, N) > 1 hat man einen Faktor von N gefunden!

» Andernfalls ist a € Z}, und ordy(a) ist definiert.

» Falls ordy(a) ungerade, ist a nicht weiter brauchbar.
(Der Fall tritt nur selten ein)

> Falls ordy(a) = 2t, so gilt N|(a?t — 1) und N J(at — 1), also
N(a - 1) = (o — 1)(at +1)

» Falls N|(a* + 1), ist a nicht weiter brauchbar.
(Der Fall tritt nur selten ein)

» Falls Nf(a* + 1), missen ggT(N,a" + 1) und ggT(N, a* — 1)
echte Faktoren von N liefern!



LDie Restklassenringe Z, LDie Restklassenringe Z,
LOlrdnung und Faktorisierung LOlrdnung; und Faktorisierung
Beispiel: die Faktorisierung von N = 15
» Fir a € {3,5,6,9,10,12} ist ggT(a,15) > 1
» Fiir a € Uss:

» N=77:
> o(77)=77-(1-3)- (1-%)=60
» Von den 60 Elementen a € Uz7 haben 15 eine ungerade
Ordnung ordz7(a).

a ordis(a) t a'+1 ggT(15,a"+1) a'—1 ggT(15,a"—1) » Von den 45 Elementen a € Uz7 mit gerader Ordnung

2 4 2 5 5 3 3 ordrz(a) = 2t liefern 30 mittels ggT(a* 4+ 1,77) einen echten
4 2 1 5 5 3 3 Teiler von 77.

7 4 2 50 5 48 3 » N =119

8 4 2 65 5 63 3 > p(119)=119-(1-3)- (1 - L) =96

11 2 1 12 3 19 S » Von den 96 Elementen a € Uy19 haben drei (1,18,86) eine
13 4 2 170 5 168 3 ungerade Ordnung ordi19(a).

14 2 1 15 15 13 1 » Von den 93 Elementen a € U;19 mit gerader Ordnung

ordyi9(a) = 2t liefern 90 (ausgenommen 33, 101, 118) ,
» Ausser a = 14 (und a = 1, natiirlich!) liefern alle a € U4 eine mittels ggT(a" + 1,119) einen echten Teiler von 119.
Faktorisierung, falls man ordis(a) kennt.



L Exponentiation L Exponentiation

L Problemstellung L Banale Exponentiationsmethode

» Exponentiation: das Problem » Banale Idee: iterierte Multiplikation

» Algorithmus:

» Gegeben:
(multiplikative) Halbgruppe (H, *), Element a € H, n € N Require: a€ H,ne N
» Aufgabe: berechne das Element Ensure: x = 3"
if n =0 then
a"=axaxax---xacH Return(e)
n end if
. . X<« a
(s.chrel.ben ab jetzt a.” statt ‘?*”) o fori—1lton—1do
» Hinweis: der wesentliche “Trick” funktioniert immer, wenn * X x%a
eine assoziative (aber nicht notwendig kommutative) end for

Operation ist — also nicht nur fiir Zahlen, sondern z.B. auch Return(x)

fiir Polynome, Matrizen, Funktionen, ... ) o )
» Dies erfordert n — 1 Multiplikationen in H.

L Exponentiation L Exponentiation

L “Schnelle” Exponentiation: die Idee LNotation

Bessere ldee:

» In jeder Halbgruppe (H, *) kann man zur Berechnung der

Exponentiation Notation:

» (n)2 : Binardarstellung von n (ohne fiihrende Nullen)
HxN—H : (an)— a" » /(n) : Lange der Binardarstellung von n = |log(n)| + 1
n)2 : Anzahl der Einsen in (n),

die Binardarstellung des Exponenten n verwenden > v(n) = ta(n)
Rekursionen:

> /(2n) =4(n) +1

» Rekursive Struktur:

o\ 2
(a§> falls n gerade oo ¢(2n + 1) o(n) +
3" = N2 o . :anmod2‘(an.2) é(l)
a* (a 2 ) alls n ungerade . (20 = o(n)
— "“schnelle” oder “bindre” Exponentiation, Exponentiation Vg;“‘ 1) =v(n)+
v

mittels “square-and-multiply”

» Man kann die Binardarstellung von n von links nach rechts
(LR) oder von rechts nach links (RL) abarbeiten



L Exponentiation

L“Schnelle" Exponentiation: LR-Beispiel

L Exponentiation
L“St:hnelle" Exponentiation: RL-Beispiel

Beispiel n = 155 mit (155), = 10011011, £(155) = 8, »/(155) = 5

| 4

LR-Methode

(1)2
(2)2
(4)2
(9)2
(19)2
(38)2
(77)2
(155)2

erfordert 7 = £(155) — 1 Quadrierungen und 4 = v(155) — 1
zusitzliche Multiplikationen, also insgesamt ¢(155) + v(n) — 2

Multiplikationen

=1

10
100
1001
10011

100110

1001101

= 10011011

al =a

2 = (a})?

a4 — (32)2

2’ = (a*)%xa
al? = (a%)?%xa
%8 — (192

a7 = (a%)2 4 a
a1%5 — (a77)2 % a

» RL-Methode

(1)2 =1 al =a
a2 _ (31)2
(3)2 = 11 ad=a’xa
n-
a® = (a’)
(11), = 1011 atl = 28 x a3
316 — (38)2
(27), = 11011 2% = al0 x oMt
232 = (a'%)2
e
a=(a")
(155); = 10011011 a'% = a!28 4 57

erfordert 7 = ¢(155) — 1 Quadrierungen und 4 = v(155) — 1
zusatzliche Multiplikationen, also insgesamt ¢(155) + v(n) — 2
Multiplikationen

L Exponentiation

L“Schnelle" Exponentiation: Aufwand

L Exponentiation
L “Schnelle” Exponentiation: Zitate aus TAOCP

Aufwand:

>

v

v

M(n) : Anzahl der Multiplikationen (incl. Quadrierungen) in H zur

Berechung von a” mittels LR- bzw. RL-Methode

Rekursion:
M(2n) =
M(2n+1) =
Folgerung:  M(n) = 4(n) + v(n) — 2

Beweis (Induktion)
M(1) =0 =

M(2n) =M(n)+1 = £(n)+v(n)—1 = £(2n)+v(2n)—2

M(2n+1) =M(n)+2 = U(n)+v(n) = £(2n+1)+v(2n+1)-2

1+1-2=1¢1)+v(1)-2

Also gilt insbesondere:

llogn| < M(n) <2[logn| d.h. M(n) € ©(log n)

This binary method is easily justified by a consideration of the sequence of
exponents in the calculation: If we reinterpret “S” as the operation of multiplying
by 2 and “X” as the operation of adding 1, and if we start with 1 instead of z,
the rule will lead to a computation of n because of the properties of the binary
number system. The method is quite ancient; it appeared before 200 B.C. in
Pingala’s Hindu classic Chandah-siitra [see B. Datta and A. N. Singh, History
of Hindu Mathematics 2 (Lahore: Motilal Banarsi Das, 1935), 76]. There seem
to be no other references to this method outside of India during the next 1000
years, but a clear discussion of how to compute 2™ efficiently for arbitrary n was
given by al-UqlidisT of Damascus in A.D. 952; see The Arithmetic of al-Ugqlidis1
by A. S. Saidan (Dordrecht: D. Reidel, 1975), 341-342, where the general ideas
are illustrated for n = 51. See also al-Birani’s Chronology of Ancient Nations,
edited and translated by E. Sachau (London: 1879), 132-136; this eleventh-
century Arabic work had great influence.

n . T T S TN

o B

Abbildung: Knuth, TAOCP vol.2, ch. 4.6.3 (LR-Methode)



L Exponentiation

L “Schnelle” Exponentiation: Zitate aus TAOCP

L Exponentiation
L “Schnelle” Exponentiation: Zitate aus TAOCP

The S-and-X binary method for obtaining 2™ requires no temporary storage
except for z and the current partial result, so it is well suited for incorporation in
the hardware of a binary computer. The method can also be readily programmed;
but it requires that the binary representation of n be scanned from left to
right. Computer programs generally prefer to go the other way, because the
available operations of division by 2 and remainder mod 2 will deduce the binary
representation from right to left. Therefore the following algorithm, based on a
right-to-left scan of the number, is often more convenient:

Abbildung: Knuth, TAOCP vol.2, ch. 4.6.3 (LR vs. RL)

Al Initialize A2. Halve N A3. Multiply Y by Z |
Even
A5. Square Z No Ad. N=07)
Yes

Fig. 13. Evaluation of 2™, based on a right-to-left scan of the binary notation for n.

Abbildung: Knuth, TAOCP vol.2, ch. 4.6.3 (RL)

L .
Exponentiation - Exponentiation

Schnelle” Exponentiation: Zitate aus TAOCP L “Schnelle” Exponentiation: Zitate aus TAOCP

Algorithm A (Right-to-left binary method for exponentiation). This algorithm
evaluates z", where n is a positive integer. (Here z belongs to any algebraic
system in which an associative multiplication, with identity element 1. has been
defined.)

Al. [Initialize.] Set N ¢~ n, Y «+ 1, Z + .

A2. [Halve N.] (At this point, 2" = Y Z".) Set N « [N/2], and at the same
time determine whether N was even or odd. If N was even, skip to step A5.

A3, Multiply Y by Z] Set Y « Z times Y.
A4. [N =07] If N =0, the algorithm terminates, with Y as the answer.
AB. [Square Z.] Set Z «+ Z times Z, and return to step A2. |

Abbildung: Knuth, TAOCP vol.2, ch. 4.6.3 (RL)

The great calculator al-Kashi stated Algorithm A in A.D. 1427 [Istoriko-Mat.
Issledovaniia T (1954), 256-257]. The method is closely related to a procedure
for multiplication that was actually used by Egyptian mathematicians as early as
2000 B.C.; for if we change step A3 to “Y < Y +Z” and step A5 to “Z + Z4+Z7,
and if we set Y to zero instead of unity in step Al, the algorithm terminates
with Y = nz. [See A. B. Chace, The Rhind Mathematical Papyrus (1927);
W. W. Struve, Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik A1l (1930).]
This is a practical method for multiplication by hand, since it involves only
the simple operations of doubling, halving, and adding. It is often called the
“Russian peasant method” of multiplication, since Western visitors to Russia in
the nineteenth century found the method in wide use there.

Abbildung: Knuth, TAOCP vol.2, ch. 4.6.3 (RL)



L Exponentiation

L “Schnelle” Exponentiation: iteratives Programm

Require: a€ Hine N
Ensure: x = 3"
X+ e
A« a
N «—n
while N # 0 do
if \V is even then
A—AxA
N«— N/2
else {N is odd}
X—xxA
N—N-1
end if
end while
Return(x)

L Exponentiation

L“Schnelle” Exponentiation: Anwendung

Zur Anwendung:

» KNUTH (TAOCP, vol2., ch. 4.6.3) diskutiert, wann man “binare”
(“schnelle”) Exponentiation verwenden sollte und wann nicht!

» Zitat: The point of these remarks is that binary methods are nice,
but not a panacea. They are most applicable when the time to
multiply x/ - x¥ is essentially independent of j and k (for example,
when we are doing floting point multiplication, or multiplication
modulo m); in such cases the running time is reduced from order n
to order log n.

» Vorsicht! wenn der Aufwand fiir die Multiplikation x/ - x*

proportional zu j - k, als ist (Integer- und Polynommultiplikation!),
also quadratisch mit der Anzahl der Ziffern- bzw.
Koeffizientenoperationen wachst, kann der Aufwand fiir die
“banale” Methode von der gleichen Grossenordnung wir fiir die
“schnelle” Methode sein — oder sogar schlechter!

L Exponentiation

L “Schnelle” Exponentiation: rekursives Programm

» Maple-Programm (rekursiv)

power := proc (a,n::nonnegint)

if n=0 then RETURN(1)
else t := power(a,iquo(n/2))"2; Q
if odd(e) then t := t*xa fi; M
RETURN (t)
fi;

end;

L Exponentiation

L“Schnelle" Exponentiation: Anwendung

» Anwendungszenario: Exponentiation in Z,,
(a,n,m) — a" mod m

» Maple-Programm (rekursiv)

modpower := proc (a,n,m)
if n=0 then RETURN(1)
else t := modpower(a,iquo(n/2),m)"2; (Q)

if odd(n) then t := t*a mod m fi; (M)
RETURN(t mod n)
fi;

end;

» bendtigt (etwa) log n-maliges Quadrieren und héchstens log n

weitere Multiplikationen von log m-bit Zahlen und log n

Reduktionen modulo m von 2 log m-bit-Zahlen, also insgesamt

einen Aufwand O (log n - (log m)?) gemessen in
bit-Operationen.



LExponentiation

» Zahlenbeispiel: a, n, m in der Gréssenordnung 1

L“Schnelle" Exponentiation: Anwendung

» Umkehrabbildung: diskreter Logarithmus

(a,a" mod m,m)+— n

» Hierfiir ist bis heute kein effizienter Algorithmus bekannt!

Die besten bekannten Algorithmen haben gleiche Komplexitat

wie die besten Algorithmen fiir die Faktorisierung von m

0200

» schnelle Exponentiation erfordert etwa 3000 Multiplikationen
von 200-digit-Zahlen und 3000 Reduktionen modulo m von
400-digit-Zahlen

» die Berechnung des diskreten Logarithmus “brute-force” wiirde
etwa 10%%° Multiplikationen und Reduktionen modulo m
erfordern

LExponentiation

L“Schnelle” Exponentiation: Anwendung

» Gofer-Programm zur Berechnung der Fibonacci-Zahlen mittels

schneller Exponentiation von Matrizen (HEUN, GA)

h :: Int -> (Int,Int,Int,Int)
hn | n==1 = (1,1,
1, 0)
| even n = let (a,b,c,d)=h(n/2)
in ((a*xa)+(b*c), (a*b)+(bxd),
(cxa)+(dxc), (cxb)+(d*d))
| odd n = let (a,b,c,d)=h(n/2)
in ((a*xa)+(bxc)+(a*b)+(bxd), (axa)+(b*c),
(cxa)+(dxc)+(ckb)+(dxd), (cka)+(d*c))
fib3 :: Int -> Int
fib3 n | n==1 || n==2 =1
| n>2 = at+c where (a,b,c,d) = h (n-2)

» Siehe Materialien zur Vorlesung fiir Laufzeitanalysen und
gemessene Laufzeiten verschiedener Algorithmen zur
Berechnung von Fibonacci-Zahlen

» Die Methode lasst sich generell fiir C-rekursive Folgen
anwenden und liefert Verfahren logarithmischer (in n)
Komplexitat

LExponentiation

L“Schnelle" Exponentiation: Anwendung

» Anwendungsszenario: schnelle Berechung C-rekursiver Folgen
» Kanonisches Beispiel: Fibonacci-Zahlen

. 11 .
> ldee: mit F = <1 0> gilt
fn . fnfl + fnf2 . 11 fnfl - F fnfl
ﬂ—l N ﬂ—l 1 0 ﬂ—2 N &—2
ﬂ _ n=2 6 _ n—2 1
() =) =72 )

» Die Berechnung von f, mittels iteriertem Quadrieren der
Matrix F benétigt 13- |log(n —2)| + 12 - v(n—2) — 10
arithmetische Operationen (Additionen, Subtraktionen,
Multiplikationen, Divisionen durch 2 , siehe HEUN, GA)

» Dies kann noch etwas verbessert werden, wenn man ausniitzt,
dass die Potenzen von F symmetrische Matrizen sind

LExponentiation
L Additionsketten

Hinweis:
» Das Problem, a" in einer Halbgruppe moglichst effizient zu
berechnen, hat etwas mit dem Problem der sog.
Additionsketten zu tun.

» Eine Additionskette fiir n € N ist eine Folge
1=ag,a1,ar,...,ar=n
von ganzen Zahlen mit der Eigenschaft
aj=aj+ax wobei j<k<i (1<i<r)

(straight-line-Programm mit Addition als einziger Operation)




L Exponentiation L Exponentiation
L Additionsketten L Additionsketten

» Das Problem, die Liange L(n) kiirzester Additionsketten fiir
gegebenes n zu bestimmen, ist sehr schwierig!

» LR-Additionskette fiir n = 155 » LR- und RL-Additionsketten sind nicht immer optimal!

I O E e e OO CEO~ OEO=0

_ =0, 00 0-C

o

» RL-Additionskette fiir n = 155

00 0<0CO0
°‘O@O‘OM@@‘@‘@@ » Beriihmte Vermutung (SCHOLZ, BRAUER, 1937,1939):

LR2"-1)<n—-1+4L(n)

» Mehr dariiber in ch. 4.6.3 von TAOCP!



Rekursive Definition der Fibonacci-Zahlen
fO =0, fl = lsfn - fnfl + fnf2 (n > 2)

Erste Werte

nl01 23456 7 8 910 ... 25
folO 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 ... 75025
Exakte Formel (de Moivre, 1718)
er =" o= 1+2ﬁ ~ 1.61803. .. “goldener Schnitt”
fnzi mit =
V5 ¢=1505 ~-061803...

Bemerkung: der “goldene Schnitt” ¢ ist die positive Losung der Gleichung:

=14z

@ =1 — ¢ ist die negative Losung dieser Gleichung.

Die Folge (fn+1/fn)n>1 von Quotienten aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen

konvergiert und es gilt

1 . fn “+1
m =
n— 00 ,fn,

Abschatzung mittels goldenem Schnitt

997172 S f'n S [pnfl

Alternative Abschitzung (GA:Lemma 1.3)

ol < f < 9m 2 (0> 2)

andere interessante Eigenschaften der Fibonacci-Zahlen
o ggT(fins fn) = fegT(mm)
o foyifoo1— fE=(-1)"
® fotm = fmfot1+ fm-1fn

= fag1 =@ fo 9" =00 fua + S

"+ Lﬁn = 2f71,+l - fn

Die Fibonacci-Zahlen treten in der Mathematik und Algorithmik (in der Kunst
und in der Natur...) an vielen verschiedenen Stellen auf. Wichtig ist der
Zusammenhang mit dem Algorithmus von Euklid.

Satz von Lamé (1844):

Sind m,n € N mit m,n < fj, so bendtigt der Algorithmus von Euklid
zur Berechnung von ggT(m,n) maximal k + 1 Divisionsschritte.

Dieses Resultat kann man als die (vermutlich) historisch friiheste quantitative
Analyse des Laufzeitverhaltens eines Algorithmus ansehen.




Rekursive Berechnung der Fibonacci-Zahlen (gofer)

fibl :: Int -> Int

fibl1 1 =1

fibl1 2 =1

fibl n = fibl (n-1) + fibl (n-2)

Crer(n) = Anzahl der arithmetischen Operationen (Additionen, Subtraktionen,
Mutliplikationen, Divisionen) zur Berechnung von f,, mit dem Programm fibl

Chrek(1)= Crex(2) =0
Crer(n)= 3+ Crex(n — 1) + Crex(n — 2) (n>3)

Tatsache (GA Lemma 1.1): Die Rekursion

hat die Lésung D(n) =d - f, (n > 3).

Resultat (GA, Korollar 1.2):

Crer(n) =3 (fn —1)

Zahlenbeispiel (GA): n = 100 = C,cx(n) ~5- 10

Iterative Berechnung der Fibonacci-Zahlen (gofer)
Idee: Iteration der Beziehung (f,, fn—1) = (fn—1 + fa—2, fn-1)

fib2 n :: Int -> Int
fib2 n = x where (x,y) = gn

g :: Int -> (Int,Int)

g 1 = (1,undefined)

g2=(1,1)

g n = (x+y,x) where (x,y) = g (n-1)

Cliter(n) = Anzahl der arithmetischen Operationen zur Berechnung von f,, mit

dem Programm fib2

Cq‘,te’r‘(l): Citfﬁ"(Q) =0
Cjtfn'(n): 2+ Cite'r(” - 1) (77 - 3)

Losung der Rekursion (GA, Lemma 1.4): Cjjer(n) =2(n —2) (n > 2)

Schnelle Exponentiation - die Idee:

um fiir eine Zahl @ = 3 und einen Exponenten n = 155 die Potenz 3'°° zu
berechnen, kann man

e 154 Multiplikationen mit dem Faktor 3 ausfiihren, oder

e die Binardarstellung (n)s = 10011011 geschickt ausnutzen, indem man

— sukzessive
32 34 = (32)2, 38 = (34)2 oL, 3128 = (364)2 berechnet, sowie
33 — 3% 32 311 — 33 38 327 — 311 y 316 3155 _ 327 , 3128
(macht 7 Quadrierungen und 4 Multiplikationen)

— sukzessive
32 34— (32)2, 39 3« (34)2’ 319 _ 3 (39)2, 338 _ (319)2’
377 =3x (338)2, 315 =3 x (377)2 berechnet (macht ebenfalls 7
Quadrierungen und 4 Multiplikationen)




Exponentiation mittels iteriertem Quadrieren:

Idee: in jeder Halbgruppe H kann man zur Berechnung von (a,n) — a™

fir a € H,n € N die Binardarstellung des Exponenten n verwenden

(a%)2 falls n gerade

n __

, oy 2
a = N2 — " (mod 2) | (an, : 2)
a-laz falls n ungerade

Bezeichnungen fiir n € N:
— (n)2 : Bindrdarstellung von n (ohne fiihrende Nullen)
— £(n) : Lange der Binirdarstellung von n = |log(n)| + 1

— #1(n)2 : Anzahl der Einsen in (n),

rekursives Programm zur Berechnung von pot : (a,n) — a™ (gofer)

pot :: Int -> Int -> Int

pot an | n==1=a
| even n = pxp where p = pot a (n/2)
| odd n = axp*p where p = pot a (n/2)

Resultat (GA, Theorem 1.7): Die Berechnung von pot(a,n) bendtigt
¢(n) + t1(n)2 — 2 Multiplikationen und ¢(n) — 1 Divisionen durch 2

10

Berechnung der Fibonacci-Zahlen mittels iteriertem Quadrieren
. 1) .
Idee: mit F' = gilt
1 0

fn o fnfl + fan o 11 fnfl o fnfl
,fn—l fn—l 10 ,f’n,—2 f77—2

also ist (Induktion, GA, Lemma 1.5)

f” — fn—2 _
fn—l fl 1

Folgerung (GA, Theorem 1.8):

Die Berechnung von f,, mittels iteriertem Quadrieren der Matrix F' benétigt
13|log(n — 2) | + 1241 (n — 2)2 — 10 arithmetische Operationen (Additionen,
Subtraktionen, Multiplikationen, Divisionen durch 2)

Dies kann noch etwas verbessert werden, wenn man ausniitzt, dass die Potenzen

von F' symmetrische Matrizen sind

11

12




h :: Int -> (Int,Int,Int,Int)
hn | n== =1, 1,
1, 0)

| even n = let (a,b,c,d)=h(n/2)

in ((axa)+(b*c), (axb)+(bxd),
(c*xa)+(d*c), (cxb)+(dxd))

let (a,b,c,d)=h(n/2)

in ((a*a)+(b*c)+(a*xb)+(bxd), (a*a)+(b*c),
(c*xa)+(dxc)+(c*xb)+(d*d), (c*xa)+(d*c))

| odd n

fib3 :: Int -> Int
fib3 n | n==1 || n==2 =1
| n>2 = a+c where (a,b,c,d) = h (n-2)

Zur Dauer der Berechnung von Fibonacci-Zahlen

Annahme: Dauer einer arithmetischen Operation = 1 Mikrosekunde

Variante/Zeitbedarf H 1ms ‘ 1s 1m 1h
rekursiv ~ 14 =~ 28 ~ 37 =~ 45
iterativ ~500 | ~5-10° ~3-10" | =2-10°
iteriertes Quadrieren || &~ 10'% | ~ 1012090 | & 10700000 ~ 10%°

Da die beteiligten Operanden sehr schnell wachsen, ist obige Annahmen nicht
realistisch!

13 14
Laufzeitvergleich fir drei Methoden zur Berechnung der Fibonacci-Zahlen B: Laufzeitverhalten
(Quelle: Brassard, Bratley, Algorithmics, Theory and Practice, Prentice-Hall 1988, ' 90
Sec. 1.7) fibl : ti(n)= """ sec

fib2 : ta(n)=15n x 107° sec
A: Berechnung modulo 7, gemessene Werte, Zeiten > 2 min geschatzt fib3 - ta(n)= ilogn % 10~3 sec

n 10 20 30 50 102 10% 109 108

fibl 8ms 1s 2m 21d  10% - — -
fib2 1/6ms 1/3ms 1/2ms 3/4ms 3/2ms 150ms 15s  25m
fib3 1/3ms 2/5ms 1/2ms 1/2ms 1/2ms Ims 3/2ms 2ms

C: gemessene Werte (in Sekunden) fiir exakte Berechnung (long integer)

n 5 10 15 20 25 100 500 10® 5-10° 10*

fibl 0.007 0.087 0.941 10.766 118.457 — — — — —
fib2 0.005 0.009 0.011 0.017 0.021 0.109 1.177 3.581 76.107 298.892
fib3 0.013 0.017 0.019 0.020 0.021 0.041 0.132 0.348 7.664 29.553

15

16




LSimultane Kongruenzen — Modulare Arithmetik

Vorbemerkung: Homorphieprinzip fiir Ringe

Ringe <R7 +R7*R70R7 ]-R> und <57+57*5705715>
Abbbildung ¢ : R — S ist Homomorphismus, falls Va, b € R

®(a+r b) = d(a) +s ®(b)
d(axg b) = ¢( ) x5 P(b)
®(0g) =
®(1g) =

Dann gilt
®(fr(a,b...,c)) = fs(®(a), P(b),...,d(c))

fiir alle Funktionen f, die aus +, * durch Komposition entstehen
(Ringterme).
® ist Isomorphismus, falls bijektiv.
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Aus einem alten indischen Rechenbuch:

» Aus Friichten werden 63 gleich grosse Haufen gelegt, 7 Stiick

bleiben ilibrig. Es kommen 23 Reisende, unter denen die

Friichte gleichassig verteilt werden, so dass keine iibrig bleibt.

Wieviele waren es?

» Gesucht ist eine (die kleinste?) natiirliche Zahl x mit

7 mod 63
0 mod 23

X

X

» Losung: x = 322 mod 23 - 63 = 322 mod 1449
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Schematische Darstellung (kommutatives Diagramm)
fiir 4+, * und zweistelliges f:

dxo
R xR =3 SxS
l-i-R,*R,fR l+57*5,f5
[0}
R — S

Im Folgenden geht es um Homomorphismen
by:Z — Zy:ar— amod N

bzw.
Py mv i Zy — Zpy - a— amod M (falls M|N)

Das sind die einzigen Homomorphismen, die die Ringe Z bzw. Zy
iberhaupt zulasssen!
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Chinesischer Restesatz — einfachste Form

p,q € Z>o mit ggT(p,q) =1
BEzouT-Koeffizienten u,v €Z : p-u+q-v=1
alsop-u=1mod gund g-v=1mod p

vV v.v Yy

fir bceZseix=c-p-u+b-q-v, dann gilt
X=b mod p

X =c mod q

» fiir y € Z gilt

{yEbmodp

yEcmodq} < x=ymod (p-q)

d.h. es gibt in Z,.; genau eine Lésung y der simultanen
Kongruenzen y = b mod p und y = ¢ mod g, ndamlich

y = xmod (p-q)
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Beispiel

» bestimme x € Z mit

x=3mod5 und x=2mod 7
» berechne mittels erweitertem euklidischen Algorithmus
Bézout-Koeffizienten fiir (5,7)
3.5-2.7=1

> es gilt also

3=51inZ; und —2=7"1inZs
» fir
x=3-7-(-2)+2-5-3=—-42+30=-12
gilt dann
x=3mod5 und x=2mod 7

und ebenso fiir jede Zahl y mit y = x mod (5-7),
also insbesondere auch fiir y = 23 € Zsg

LSimultane Kongruenzen — Modulare Arithmetik

Chinesischer Restesatz
» Theorem:
> my,my,..., my paarweise teilerfremden natiirlichen Zahlen
(“Moduln™), M =my - myp--- my
> Elemente ¢c; € Zp,,, 2 € Zmyy -+, Ck € L,
» Dann gibt es genau ein ¢ € Zy mit

C
C

¢1 mod My
C mod mo

C = ¢, mod my

d.h.
c=c¢mod m; (1<i<k)
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Aus einem alten chinesischen Rechenbuch:

» Eine Bande von 17 Raubern stahl einen Sack mit Goldstiicken.
Als sie ihre Beute teilen wollten, blieben 3 Goldstiicke iibrig.
Beim Streit dariiber, wer ein Goldstiick mehr erhalten sollte,
wurde ein Rauber erschlagen. Jetzt blieben bei der Verteilung
10 Goldstiicke iibrig. Erneut kam es zum Streit, und wieder
verlor ein Rauber sein Leben. Jetzt liess sich endlich die Beute

gleichmassig verteilen. Wieviele Goldstiicke waren mindestens
in dem Sack?

» Gesucht ist eine (die kleinste?) natiirliche Zahl x mit

X = 3 modl7
x = 10 mod 16
x = 0 mod15

» Losung: x = 3930 mod 15 - 16 - 17 = 3930 mod 4080
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» Beweis
» bestimme Bézout-Koeffizienten u;, v; € Z fiir m; und M/m;

(1<i<k):
ui-mj+vi-(M/m;j)=1
> firx =)o G vi- (M/my) gilt

x=c¢ (mod m;) (1<i<k)

> fiiry € Z gilt
y=c¢ (mod mj) (1<i<k) & y=x(mod M)
d.h. es gibt in Zy genau eine Losung y der simultanen

Kongruenzen y = ¢; mod m; (1 < i < k), namlich
y =xmod M
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> Beispiel ) ) Warum funktioniert das?
> bestimme x € Zg.7.11 mit
» die Zahlen ¢; = v; - (M/m;) (1 < i < k) haben die

x=3modb5 x=1mod7, x=7mod 1l o . .,
Indikatoreigenschaft

» eeA liefert Bézout-Koeffizienten 1 siuecl o
1 mod 5 F= g i (Sisk)
m . o
31.5-2.77=1, also (-2)-77={0 mod 7 Bl 7 ] 5 6
0 mod 11 ) _
Damit kann man Zahlen mit vorgegebenen
8.7-1.55—1, also (—1)-55= (1) ﬁgg ; Kongruenzeigenschaften (= Werten an den Stellen m;) mittels
0 mod 11 Linearkombination konstruieren
0 mod 5 > fiir x = ., Ci - ¢ gilt
16-11-5-35=1, also (~5)-35=4{0 mod 7 2acick it 8
1 mod 11

x=c¢modm; (1<i<k)
» Losung

X = 3:(—2)-77+1-(—1)-55+47-(—5)-35 = —1742 = 183 mod 5-7-11
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Dieses Konstruktionsprinzip ist weit verbreitet. Andere Instanzen » Dieses p(X) kann man angeben
sind:
[1.(X — mj)
; JFi J
» Interpolationsformel von LAGRANGE p(X) = g G-

» Zu vorgegebenen (paarweise verschiedenen) Stellen ==

my, my,...,mgeC
» und vorgegebenen Werten ¢, ¢p,...,cc € C

_ _ » Fiir die Polynome
> gibt es genau ein Polynom

' [[jzi(X = mj)
= Z pi X' mit Grad degp(X) < k, ei(X) = HJ#I( )
0<i<k ji(mi — m;
das an den Stellen m; die vorgegebenen Werte ¢; annimmt: gilt die Indikatoreigenschaft

p(m;) =c (1<i<k) 1 firi=j
i) =0J =0 fur i1
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» Darstellung BOOLEscher Funktionen in disjunktiver
Normalform
» B=1{0,1}" : BoOLEsche Algebra mit —,V, A
» Jede BOOLEsche Funktion f : B" — B kann als BOOLEsches
Polynom

F(Xe, . Xn) = \/ f(b)-en(Xi, .., Xp)
beB”

dargestellt werden.
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Algebraische Version des Chinesischen Restesatzes:

» Die Abbildung

V:Zpm — Limy X Limy X -+ X Ly,

a+— (amod my,amod my,...,amod my)

ist ein Isomorphismus von Ringen

» Insbesondere gilt fiir die invertierbaren Elemente (Einheiten)

V(Zpy) = Zpgy X Lpyy X =+ X Ly,

my

(Isomorphismus von Gruppen)

» Bemerkung: aus der Isomorphie der Einheitengruppen folgt

(M) = o(m) - p(mz) - - - o(my)

d.h. die Multiplikativitat der EULERschen ¢-Funktion
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» Dabei sind fiir b = (b1, by, ..., b,) € B" die “Minterme”

LX) = N\ XiA b/\o(ﬁx,)

bi=1

en(X1, ..

Funktionen mit

1 fir (bl,...,bn):(al,...
0 fir (bl,...,b,,);é(al,...

,an) € B"

eb(al, 5 .,a,,) = 5a,b = {

fir a = (a1, a2, . ..
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Beispiel
Isomorphismus der Ringe: Z4 X Zg >~ Zs3¢

J]o 1 2 3 4 5 6 7 8|Z

0 0 28 20 12 4 32 24 16 8
1 9 1 29 21 13 5 33 25 17
2 18 10 2 30 22 14 6 34 26
327 19 11 3 31 23 15 7 35
Ly Z36

Isomorphismus der Einheitengruppen: Z; x Zg ~ Z3s

|1 2 4 5 7 8|%Z

1 1 29 13 5 25 17
3 19 11 31 23 7 35
Z; Z%,
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Beispiel: Addition in Z3zg ~ Z4 X Zg
Schema der modularen Arithmetik

Z36 Ly Zg

22,25) — 2,1) (4,7
Iy —v  Lmy X Lmy X ... X Lm, (l ) v (l)(l)
+36 +4 +9

Lop lop Lop e Lop 11 —y-1 3 2

Ly —wy-1 Lm X Lmy X ... X Lm,
wobei op € {4, , inverse} Beispiel: Multiplikation in Zsg ~ Z4 X Zg

» die Abbildung W ist eine “Auswertungsabbildung” 736 Zs Zg
» ihre Umkehrabbildung W~ ist eine “Interpolationsabbildung” (22,25) —w (2,1) (47)
l*se l*4 l*g

10 —y-1 2 1
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Das Schema der modularen Arithmetik

>
Iy —v  Lmy X Lmy X ... X L,
Beispiel: Inverse in Z35 ~ Zj X Zg ls ls ls ls
§ - - Ly —wy-1 Lmy X Lmy X ... X  Lm,
2%6 - 14 79 gilt fiir alle Funktionen £, die mit den Ringoperationen
Linvss Linv, Linve vertréglich sind (“I-.lomomorphisn?e.n”), d.h. aus
13 S 1 4 {+, %, inverse} mittels Komposition entstehen.

» Man kann Berechungen in Z “modularisiert” ausfiihren, wenn

man M gross genug macht (d.h. geniigend viele “kleine”
Moduln m;, z.B. Primzahlen in Maschinenwortgrosse)

> Vorteil: Exaktes Rechnen in Bereichen kontrollierter Grosse,
Parallelisierung
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Beispiel: Losung einer linearen Kongruenz

» Bestimme die Lésung von 1193 - x = 367 mod 31500 > Beispiel: Berechnung einer Determinanten
_ 92 .22 13
» Wahle Moduln m; =4, my =9, m3 =125, my =7 A=138 -7 58 det A =7
» Die gegebene Kongruenz ist dquivalent zu —94 —-68 14
1-x = 3 mod4
6g§ = 11? ﬁgg ?25 » Homomorphieprinzip: Determinanten sind 'Ringterme’,
o = 3 mod 7 deshalb gilt

(detzA) mod m = dety, (A mod m)

» Wegen 571 =2 € Zg und 6871 =57 € Z195 :
x = 3 mod4 und fir M = my - ma - my
X = 2-7 = 2 mod9
x = 57-117 = 44 mod 125 (detz,, (A mod M)) mod m; = detz, (Amod m;) (1 <i<k)
X = 1 mod7 !

» Losung: x = 22919 mod 31500
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» Moduln :
Homomorphieprinzip: Determinanten sind Ringterme! my =29, my =31, m3 =37, my =41

M=mi -my-m3-mg = 1363783

» Berechungen in den einzelnen Zp, (1 <i<4)

i

» 7 — Zp :ar— amod m

A med m A mod m > my =29

dety, ! l detz, 5 10 18

det(A) ™ det(A mod m) Amod29= ]9 22 0

22 19 14

> Zpm — L, :a—amod mj (M= myg---my) det(A mod 29) = (det A) mod 29 = 11

A FE 0 A mod m; > m, =31

detzy | l etz 11 14 20

det(A) mod 1 det(A mod m;) Amod3l= |7 24 27

30 25 14

det(A mod 31) = (det A) mod 31 = 20
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> m3 = 37
20 26 26
Amod37=1|1 30 21
17 6 14
det(A mod 37) = (det A) mod 37 =11
> My = 41
0 34 30
Amod 41 = (38 34 17
20 14 14

det(A mod 41) = (det A) mod 41 = 19
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Eine andere Sicht der modularen Arithmetik:
» Gegeben teilerfremde Moduln my, my, ..., my,
M= mi-my---Mmy
» Aus den Bézout-Beziehungen

M
u-m+vi-—=1 (].SIS/()

i

hat man v; = (M/m;)™! € Zp, und &; = v; - (M/m;) € Zp.

» Seien nun a € Z sowie aj € Zm,(1 < i < k) mit

i

a=aj-e1t+a-e+---+ak-e mod M

» Anders formuliert: es gibt ein ag € Z mit

M M M
a:aO'M+a1'Vl'm_+a2'v2'_+"'+ak'vk'm_

1 mo
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» Modulares Schema

Z:29.31-37.41 Zing 231 Zi37 Y
A —sy  Amod29 Amod 31 Amod 37 Amod 41
ldetM ldetzg ldet31 ldet37 ldet41
7522 — -1 11 20 11 19

» Dieses Schema zeigt

det A = 7522 mod M

» Tatsachlich gilt sogar

det A = 7522

Das kann man folgern, wenn man weiss, dass 0 < detA < M
oder —(M/2) < det A< M/2 ist

(z.B. mittels der Ungleichung von HADAMARD fiir
Determinanten)
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» Division durch M ergibt

a dr - v az - Vo dy - Vi
M ma mo my

Indem man jetzt noch Division mit Rest in den Briichen
macht, erhalt man eine Darstellung

a a1 (6] (677%

— =gt — +— e —

M my m» my
mit ap € Z und o € Zp, (1 < i< k)
Diese “modulare” Darstellung (Partialbruchdarstellung) der
rationalen Zahl a/M ist eindeutig!

Solche modularen Darstellungen verwendet man vorteilhaft
beim exakten Rechnen mit rationalen Zahlen, die grosse
Nenner haben.
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Beispiel:
» a=20853, M =5544=7-8-9-11
» Mit my =7,my =8, m3 =9, my = 11 ergibt sich

Partialbruchzerlegung fiir Polynome
» Betrachten Polynome in der Variablen X iiber einem Koérper k
» M(X) € k[X] ein normiertes Polynom

> M(X) = mi(X) - ma(X) - me(X)
Zerlegung von M(X) in normierte teilerfremde Faktoren

vi=(8%9%11) 'mod7=1 amod7=1 a-vymod7=1
v =(7+9%11) 'mod8=5 amod8=5 a-vwymod8=1
v3=(7%8%11) 'mod9=7 amod9=8 a-vzmod9=2

» Fiir jedes Polynom a(X) € k[X] hat die rationale Funktion
vg=(7%8%9) 1mod11=5 amod11=9 a-vymod1l=1

a(X)/M(X) genau eine Darstellung

a(Xx) a1 (X) | a(X) ok (X)
» Darstellun = ap(X) + + 4ot
; M)~ YT 00 T me) T T max)
a 20853 _ 321 _ 1 1 2 1 _
M—saz St =3tztgtot 4 mit ag(X), ..., ax(X) € k[X] und

deg aj(X) < deg m;(X) (1 <i < k)
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» Modulare Arithmetik l3sst sich sehr effizient z.B. fiir die
exakte Losung von ganzzahligen Gleichungssystemen mit sehr
grossen Koeffizienten einsetzen

Primzahltest-Beispiel
» Zy ist ein Korper < N ist Primzahl

» Allgemein gilt: ein Polynom k-ten Grades hat in einem Korper

» Modulare Arithmetik lasst sich sehr effizient fiir das exakte héchstens & Nullstellen.

Rechnen mit “grossen” rationalen Zahlen einsetzen ] ) . o - ,
» Die Gleichung X< =1 hat in einem Korper genau zwei

» Die Prinzipien der modularen Arithmetik fiir Z iibertragen sich Nz &l 2l

wortlich auf Polynomringe k[X].

» Literaturhinweise

» J. D. LIPSON,
Elements of Algebra and Algebraic Computing,
Addison-Wesley, Kapitel 8.

» D. E. KNUTH,
The Art of Computer Programming, vol. 2, (Seminumerical
Algorithms), Addison-Wesley, Abschnitt 4.3.2.

» J. v.z. GATHEN, J. GERHARD,
Modern Computer Algebra,
Cambridge University Press, Kap. 5.

» Sonderfall: im Korper Z, hat X2 =1 nur die Nullstelle 1, aber
die z&hlt doppelt (wegen +1 = —1)

» Beobachtet man in einem Zy eine Zahl 1 < a< N — 1 mit
a®> =1, so ist N keine Primzahl!

» Beispiele:
» N =8:in Zg gilt 32 =52 = 1, die Gleichung X2 =1 hat 4
Losungen.
» N =21:in Zoy; gilt 82 = 132 = 1, die Gleichung X?> =1 hat 4
Losungen.
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N=1105=5-13-17
EEA: Die Gleichung X2 =1 hat in Zi105 = Zs X Z13 X Z17 insgesamt
23 = 8 Lésungen (Zs, Z13, Z17 sind Kérper).

1 modb
1-13-17—-44.5=1 = e=221=¢0 mod 13 ( Zsjﬂﬁng Z1105
—l—]. —|—1 +1 1.1.1 — es + e13 + e = 1
d 17
0 mo (+1,41,-1)=(1,1,16) « e +e3—er= 781
(0 mod 5 (+ 1, 1-+1)::(4 12,1) < e —e3+er= 766
2.5.17-13-13=1 = e3=170={1 mod 13 (-1,+1,+1)=(4,1,1) < —estez+er= 664
(0 mod 17 (+1,-1,-1)=(1, 12 ,16) <  es—e3—e7= 441
) ( 17+1,—1):(4 1 16) «— —e5+e3—er7= 339
0 modb (-1, - L+4)=(4121) — —e5—e3+e7= 324
(—6)-5~13+23~17:1 = e7=715=<0 mod 13 ( 1, - 1,—1—1)2(4 12, 16) — —eg5—e3—e17=1104
(1 mod 17
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MILLER-RABIN-Test Beispiel: N = 1105,a =2
» N—1=2".uymitt>1und u ungerade » N—1=1104=2%.69, also t =4, u = 69
» Wahle a € Zy mit ggT(a, N) =1 » Ordnungen

» Berechne durch fortgesetztes Quadrieren in Zy: ds(2) = 4 = ¢(5)
ords = a =

¥ %Y S Y a2t'u = gV-1 Ord13(2) = Iz = ¢(13) = Ol’d1105(2) = kgV(4, 12, 8) = 24
ordi7(5) = 8|16 = ¢(17)
» Falls in dieser Folge die 1 nicht auftaucht, ist N keine

Primzahl (FERMAT!) » Berechnung von 2% in Z1105 bei Kenntnis der Faktorisierung
|
» Falls die 1 auftaucht mit Vorganger # —1, ist N keine ()
Primzahl (Zy ist kein Korper) Zs 209 =2l —7 2 5o i5. e 2.
» Im Erfolgsfalle: a ist “Zeuge" fiir die Nicht-Primheit von N Zyz :1299=29=5 = R e =i

7 . _ 6B = —138 = 967 € Zigo0s
» MILLER-RABIN: falls N nicht prim, sind solche Zeugen 17 27 =22=15

hiufig!
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» Test durch Quadrieren

Zs X T3 X Z17 Z1105
(209,209 269) = (2,5, 15) 2-e5+5-e13—2-e7=967
(22,52,5%) = (4,12,4) 4-e5 —e13+4- e7 =259
(4°,12%,4%)=(1,1,16) e + e13 — e;7 =781
(127127162):(17171) est+e3ter= 1

1111

» Fazit: a = 2 bezeugt, dass N = 1105 keine Primzahl ist, denn

249 =781 #£1 und 289 = (269)2 =1 in Z10s
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Was tun, wenn die Moduln nicht teilerfremd sind?

» Wegen
n|(x—a)Ad|n = d|(x—a)
gilt
x=amod nAd|n = x=amodd
und somit:

{xzamodm

e el l6sbar < ggT(m,n)|la—b

» Allgemein fiir beliebige Moduln m; (1<i<k)

X=aj mod m

(1<i<k) } l6sbar < ggT(m;, mj)|aj—a; (1< i<j<k)

» Die Losung ist eindeutig modulo kgV(my, my, ..., my).
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» Aus einem alten indischen Lehrbuch der Astronomie und
Mathematik:

» Man bestimme die kleinste positive Zahl, die bei Division
durch 3,4,5 und 6 die Reste 2,3,4, bzw. b I3sst.
» Losung: x =59
» Aus FIBONACCIs Liber abbaci:

» Man bestimme die kleinste positive Zahl, die bei Division
durch 2,3,4,5,6 jeweils den Rest 1 lasst und durch 7 teilbar ist
» Losung: x = 301

» Die Moduln sind nicht mehr teilerfremd!
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Beispiele
» Losung von
=3 mod 6
x =7 mod 8
existiert wegen ggT(6,8) =2|(3 —7).
o x=1 mod 2 -
Xi3 mod 6 & {x=0mod 3 & Xio mod 3 < x = 15 mod 24
X=7 mod 8 X=7 mod 8
X=7 mod 8
» Losung von
x =7 mod 9
x =2 mod 12
existiert nicht wegen ggT(9,12) =3 f(7 —2).

Genauer:
x=7mod9 = x=1mod3

Xx=2mod 12 = x=2mod3



LSimultane Kongruenzen — Modulare Arithmetik

Erganzende Bemerkung zur Algebra:
» Sind p, g € Z~¢ beliebig, so gibt es einen Isomorphismus von
Ringen
Lp X Lq = Lgg1(p,q) * Lxgy(p.q)
» Jede endliche kommutative Gruppe Zpm;, X Zpmy X ... X L, ist
isomorph zu genau einer Gruppe

Zd1XZd2X...XZdZ mit 2§d1’d2"dg

(Elementarteilersatz)

» Isomorphie von endlichen kommutativen Gruppen

?
Ly X Lipy X oo X Linyy = iy X Lipy X ... X L,

kann man mittels lokaler Transformationen

(p,q) — (ggT(p, q),kgV(p, q)) effizient entscheiden, indem
man die Indexfolgen (my,...,my) und (n1,...,ng) in
Elementarteilerform transformiert.



LEffiziente Verifikation von Primzahlen
L Historisches

- Effiziente Verifikation von Primzahlen

» Die Zahl

n = 114381625757888867669235779976146612010218296721242
362562561842935706935245733897830597123563958705

Die Primheit von Primzahlen kann man effizient 058989075147599290026879543541

verifizieren ist keine Primzahl.
» Klar! Denn n = p- g mit
oder p = 34905295108476509491478496199038981334177646384933
87843990820577
PRIMES € NP g = 32769132993266709549961988100834461413177642967992
942539798288533

» p und g sind Primzahlen! Aber wie garantiert man das?
» n ist Kryptologen bekannt als RSA-129.

LEffiziente Verifikation von Primzahlen LEffiziente Verifikation von Primzahlen

Historisches L Historisches

aus der Ubersetzung von MASER (1889):

Dass die Aufgabe, die Primzahlen von den zusammengesetzten zu
unterscheiden und letztere in ihre Primfactoren zu zerlegen, zu den
wichtigsten und niitzlichsten der gesamten Arithmetik gehért und die
Bemiihungen und den Scharfsinn sowohl der alten als auch der neue-
ren Geometer in Anspruch genommen hat, ist so bekannt, dass es
liberfliissig wére, hieriiber viele Worte zu verlieren. [...] ausserdem
diirfte es die Wiirde der Wissenschaft erheischen, alle Hiilfsmittel zur
Lésung jenes so eleganten und beriihmten Problems fleissig zu ver-

Problema, numeros primos a compositis dignoscendi . . . ad gravissima

ac utilissima tabus arithmeticae pertinere. . .
... scientiae dignitas requirere videtur, ut omnia subsidia ad solutio-
nem problematis tam elegantis ac celebris sedulo excolantur.

J. C. F. Gauss (1777-1855),
Disquisitiones Arithmeticae, Artikel 329

vollkommnen.

Trotzdem muss man gestehen, dass alle bisher angegebenen Metho-
den entweder auf sehr specielle Fille beschiankt oder so miihsam und
weitldufig sind, dass sie [...] auf gréssere Zahlen aber meistenteils
kaum angewendet werden kénnen.



- Effiziente Verifikation von Primzahlen

L Historisches

K. GODEL (Brief an J. VON NEUMANN, 1956)

Wenn es eine Maschine mit ... gabe, hatte das Folgerungen von der
grossten Tragweite. Es wiirde offenbar bedeuten, dass man trotz der
Unlésbarkeit des Entscheidungsproblems die Denkarbeit der Mathe-
matiker bei ja-oder-nein-Fragen vollstindig (abgesehen von der Auf-
stellung der Axiome) durch Maschinen ersetzen kénnte.

bedeutet, dass die Anzahl der Schritte gegeniiber dem
blossen Probieren von N auf log N verringert werden kann. So starke
Verringerungen kommen aber bei anderen finiten Problemen durchaus
vor, z.B. bei der Berechnung eines quadratischen Restsymbols durch
wiederholte Anwendung des Reziprozititsgesetzes. Es ware interes-
sant zu wissen, wie es damit z.B. bei der Feststellung, ob eine Zahl
Primzahl ist, steht und wie stark im allgemeinen bei finiten kombina-
torischen Problemen die Anzahl der Schritte gegeniiber dem blossen
Probieren verringert werden kann.

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

— Probedivision

Primzahltest mittels Probedivision

» Kriterium:

n ist Primzahl & V,,o . ma/fn

» Logarithmisches Kostenmodell:
> Input-Grosse ist log n

Anzahl der Probedivisionen: O(y/n) = O(22'°8")
Jede Probedivision erfordert O(log? n) Bit-Operationen
Laufzeit fiir m-stelliges n ist im worst-case O(m? - 2™/?)
Exponentieller Aufwand in Problemgrosse m = log n —
prohibitiv!
» NB: man kann sich bei den Probeteilern a auf Primzahlen

beschranken.

vV v.VvYyy

LEffiziente Verifikation von Primzahlen
LH'ziufigkeit von Primzahlen

Haufigkeit von Primzahlen

» Primzahlsatz (von GAUSS vermutet, erst viel spater von
HADAMARD und DE LA VALLEE-POUSSIN bewiesen)

w(n) = #{p < n; p Primzahl} ~ #

50 LG0 150 2001 200 400 600 800 100012001400 "

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

— Probedivision

Konkreter:
10k/2

» Das Testen einer Zahl n ~ 10 erfordert etwa (k/2)1og 10

Probedivisionen
» Annahme: man kann pro Sekunde 10° Divisionen ausfiihren.

» Dann bendtigt ein Primzahltest per Probedivision fiir eine
Zahl mit k Dezimalstellen etwa

10k/2 10k/2
(k/2)log10x 10x60 x60x24x 356 Kk

» Einige Zahlenbeispiele:
k=30 = 11 Monate
k=50 = 5.5 x 10° Jahre
k=100 = 2.75 x 103 Jahre

x2.75x1071* Jahre



- Effiziente Verifikation von Primzahlen
L Entscheidung versus Verifikation

Entscheidung versus Verifikation
> Beispiele:

27 _1cPrim? 2241 cPrim? 2%833 _1 c PriM?

» Zusammengesetztheit hat effiziente Zeugen (z.B. Teiler)

267 _ 1 — 147.573.952.589.676.412.927
— 761.838.257.287 - 193.707.721

[Frank COLE (1903) benétigte “die Sonntage dreier Jahre”...]

Es ginge in diesem Fall auch (FERMAT)

3272 (mod 297 — 1) = 95.501.506.202.441.271.281

aber das geht nicht immer!

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

— Entscheidung versus Verifikation

» Wie kann man jemanden effizient davon iliberzeugen, dass eine
vorgelegte (sehr grosse) Zahl N eine Primzahl ist?
Gibt es “Zeugen” dafiir, dass eine Zahl keine echten Teiler
besitzt?
Lassen sich Primzahlen effizient verifizieren?
» Jal Aber das ist keineswegs offensichtlich (PRATT, 1975).

» Grundsatzliche Bemerkung:
Per def. ist Primheit eine “universelle” und Nicht-Primheit
eine “existentielle” Eigenschaft von Zahlen.

LEffiziente Verifikation von Primzahlen
L Entscheidung versus Verifikation

» Wie kann man jemanden effizient davon iiberzeugen, dass eine
vorgelegte (sehr grosse) Zahl N keine Primzahl ist?

» Man nimmt zwei geeignete Zahlen P, Q, multipliziert sie und
tiberpriift:

N=PxQ

v

Teiler einer Zahl sind “Zeugen” dafiir, dass die Zahl nicht
Primzahl ist.

Analog kann man ggT-Berechnungen verwenden.

Es wird nicht verlangt, dass Zeugen leicht zu finden sind!
Fazit: Nicht-Primzahlen lassen sich effizient verifizieren!

v

v

v

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

L Kérper und Ordnungen

Kérper und Ordnungen

v

F Korper, F* =T \ {0} : multiplikative Gruppe

Fakt: In einem Korper F hat ein Polynom vom Grad k
hochstens k Nullstellen (Vielfachheiten mitgezahlt)

v

» Fiir a € F* : ordp+(a) Ordnung von a in F*

ordg+(a) = #(a) = min{t > 1; a* = 1}

» FiraeF ,n>1:

ordg=(a)|n < aist Nullstelle von X" —1

» Folgerung: In einem Korper F gibt es hochstens n Elemente
a € F mit ordp+(a)[n (n>1).



- Effiziente Verifikation von Primzahlen

L Kérper und Ordnungen

» Lemma: Fiir n > 1 ist die Anzahl der Elemente a € F mit
ordg+(a) = n entweder = 0 oder = ¢(n).
> Beweis: sei a € " mit ordp-(a) = n.
Fiir 2k € (a) k € Z, gilt (a¥)" = (a")k =1k =1,
dies sind genau n verschiedene Nullstellen von X7 — 1.
Weitere kann es nicht geben. Es gilt

. n
ggT(k,n)’
ordp-(a*) = n fiir k € Z;,.

ordp-(a*)

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

L Kérper und Ordnungen

» Folgerung: F endlicher Kérper = F* zyklische Gruppe.

» Die a € F* mit (a) = F* nennt man primitive Elemente von F.

» Es ist nicht klar, wie man primitive Elemente tatsachlich
findet — ausser durch Probieren....

LEffiziente Verifikation von Primzahlen
LK&')rper und Ordnungen

» Satz: Jede endliche Untergruppe G von F* ist zyklisch.

> Beweis: Sei §G = n, also (LAGRANGE!) ordp+(a) | n fiir alle
a€ G. Fir d|n sei

1 es gibt ein a € G mit ordp+(a) = d
x(d)—{ g F-(a)
0 sonst

Dann ist

n=> x(d) ¢(d) <> ¢(d)=n

d|n d|n

Also gilt Gleichheit und somit x(d) =1 fiir alle d | n.
Insbesondere ist x(n) =1, d.h. es gibt Elemente a € G mit
ordp-(a) = n.

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

L Kérper und Ordnungen

Beispiel:

> N =13, p(¢(13)) = p(12) =4
primitive Elemente 2,6,7,11

» Ordnungen in Z3;

a |1 2 3
1 3

45 6 7 9 10 11 12
orchz(a) |1 12 6 4

8
12 12 4 3 6 12 2

> 2 als primitives Element von 77,

k 0 1 234 5 6 7 89 10 11
2k 1 2 483 6 12 11 9 5 10 7
ordi3(2¥) |1 12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12
ggT(k,12) |12 1 2 3 4 1 6 1 4 3 2 1



- Effiziente Verifikation von Primzahlen
LKérper und Ordnungen

Beispiel:

> N =17, o(p(17)) = ©(16) = 8
primitive Elemente 3,5,6,7,10,11,12,14

» Ordnungen in Z3,

a 12345 6 7 89101112 13 14 15 16
/1816 4 16 16 16 8 8 16 16 16 4 16 8 2

k |01 2 34567 8 9101112131415
7 |17 15 3 4119121610 2 1413 6 8 5
ordy7(7%)|1 16 8 16 4 16 8 16 2 16 8 16 4 16 8 16
get(k,16)[1 1 2 1 4121 8 1 2 1 4 1 2 1

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

— Endliche Korper

Endliche Korper

» Ist F ein endlicher Kérper, so gibt es eine eindeutig
bestimmte Primzahl pmit p-1=1+1+---4+1=0.

P
Dieses p nennt man die “Charakteristik” von F.

» Ist I ein endlicher Kérper der Charakterisitk p, so hat F p”
Elemente fiir ein n >= 1.

» Zu jeder Primzahl p und jedem n > 1 existiert ein Kérper mit
p" Elementen.

» Alle Korper mit p"” Elementen sind “isomorph”.
» Speziell fiir n = 1: diese Korper sind die Zp.

» Korper mit p” Elementen (n > 1) entstehen aus Z, durch
“algebraische Erweiterung”.
(Sie haben nichts mit Zy» zu tun!)

LEffiziente Verifikation von Primzahlen
LK&')rper und Ordnungen

Struktur von Zj, Struktur von Zj,

{2,6,7,11} 16 {3,5,6,7,10,11,12,14}

{2,8,9,15}

{1,6}
{1}

N |
SN R
N4 |

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

Primzahlkriterium

Primzahlkriterium

» Fiir n € N gilt:

nist Primzahl < da€Z, :ord,(a) =n—1

» Beweis:
» = n Primzahl — Z, Kérper — Z7 zyklisch mit §Z* = n — 1.

» <: Aus Z} = n— 1 = ¢(n) folgt bereits, dass n Primzahl.

» Wichtige Bemerkung: das ist ein existentielles Kriterium fiir
Primheit! Ein solches a ist Zeuge dafiir, dass n Primzahl ist.



- Effiziente Verifikation von Primzahlen
L Primzahlkriterium

» Das Ordnungskriterium:

a"l=1modn A

ords(a) =n—1 < {

Vi<t<n—1 " Z 1modn

» Das Ordnungskriterium prazisiert:

a"1=1modn A

Vict<n—1 @' Z 1 mod n
t] (n—1)

ordp(a) =n—-1 &

» Das Ordnungskriterium ganz okonomisch:

a" 1=1modn

V) i o] a(n=1)/p Z 1modn

ordp(a) =n—-1 & {

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

— Zertifikate fiir Primzahlen

Zertifikate fiir Primzahlen

Zertifikat C(n) fiir die Primheit von einer Primzahl n:

» Angabe einer Faktorisierung

n—1=pf"-p3?-...-p*
wobei die p; ganze Zahlen > 2 und die «; ganze Zahlen > 1
sind;

» Nachweis, dass die Zahlen pi, ..., px Primzahlen sind, durch
Angabe von Zertifikaten C(p;) fiir die p; > 2;

» Angabe einer positiven Zahl a < n mit

2" 1=1 modn und al""V/pi #%1 modn (1 <i<k).

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

LPrimzahlkriterium

» Das ganz 6konomische Primzahlkriterium (E. Lucas):

n—1=1 dn A
nist Primzahl < JacZ;: d mo (nn—1)/
vp prim,p|n—1 4 P %1 mod n

» Also: Primheit von n lasst sich mittels k + 1 Exponentiationen
modulo n verifizieren, wobei k = Anzahl der Primteiler von n.

» Die Okonomie hat ihren Preis: das Kriterium ist rekursiv!
» Ist das noch effizient verifizierbar?

> JA!
V. PRATT: Every prime has a succinct certificate,
SIAM Journal on Computing, 4 (1975), 214-220.

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

— Zertifikate fiir Primzahlen

> 79 ist Primzahl, denn es gilt
»79-1=78=2-3-13
» 2 3 und 13 sind Primzahlen
» 378 =1 378/2=78 378/3=23 378/13 =18 mod 79
d.h. C(79)=[2-3-13; C(3),C(13); 3] ist ein
Prim-Zertifikat fiir 79.
» 13 ist eine Primzahl, denn es gilt
» 13-1=12=22.3
» 2 und 3 sind Primzahlen
» 212=1,20=12, 2=3 mod 13
d.h. C(13) =[22-3; C(3); 2] ist ein Prim-Zertifikat fiir
13.
» 3 ist Primzahl, denn es gilt
»3-1=2=2
» 2 ist Primzahl
» 22=1,2'=2 mod3
dh. C(3)=[2; — ; 2] ist ein Prim-Zertifikat fiir 3.



- Effiziente Verifikation von Primzahlen - Effiziente Verifikation von Primzahlen
LZerth‘ikate fur Primzahlen LZertifikate fur Primzahlen

» 1973 ist Primzahl, denn:
Ein grosseres Beispiel:

» N = 1653701519 ist Primzahl, denn: 1972 =2-2-17-29,3"" = 1 mod 1973 und
N—1=2-7-19-23-137-1973 7N—1 =1 mod N und O 2 ist Primzahl und 31972/2 = 1972 mod 1973
¢ 17 ist Primzahl und 31972/17 = 273 mod 1973
O 2 ist Primzahl und 7(N-1)/2 = 1653701518 mod N O 29 ist Primzahl und 3!972/29 = 934 mod 1973
O 7 ist Primzahl und 7(N-1/7 = 356579618 mod N
O 19 ist Primzahl und 7(N-1/19 = 120777631 mod N » 137 ist Primzahl, denn:
O 23 ist Primzahl und 7(N-1)/23 = 1080868740 mod N 6
¢ 137 ist Primzahl und 7(N-1/137 = 101758286 mod N 136 =2-2-2-17, 37°° =1 mod 137 und
1973 ist Primzahl und 7(N-1/1973 = 1287679432 mod N
¢ ISt Frimzahi un mo & 2 Pzl ond 8252 = 186 med 187
O 17 ist Primzahl und 313%/17 = 122 mod 13
LEffiziente Verifikation von Primzahlen LEffiziente Verifikation von Primzahlen
L Zertifikate fiir Primzahlen L Zertifikate fiir Primzahlen

» 29 ist Primzahl, denn:

28=2-2-7, 2% =1 mod 29 und » 17 ist Primzahl, denn:
O 2ist Primzahl und 228/2 = 28 mod 29 6
O 7 ist Primzahl und 228/7 = 16 mod 29 16=2-2-2-2, 3% =1 mod 17 und

. . 16/2 —
> 23 ist Primzahl. denn: O 2 ist Primzahl und 3 = 16 mod 17

22=2.11, 5*> =1 mod 22 und
» 11 ist Primzahl, denn:

O  2ist Primzahl und 5222 = 22 mod 23
O 11 ist Primzahl und 522/11 = 2 mod 23 10=2.5_ 210 =1 mod 11 und
» 19 ist Primzahl, denn: O 2ist Primzahl und 2192 = 10 mod 11
18=2-3-3, 28 =1 mod 19 und O 5 ist Primzahl und 21%%> = 4 mod 11
{2 ist Primzahl und 218/2 18 mod 19

O 3ist Primzahl und 2!8/3 = 7 mod 19



- Effiziente Verifikation von Primzahlen
LZer'tifika'te fur Primzahlen

» 7 ist Primzahl, denn:

¢ 2 ist Primzahl und 36/2
¢ 3 ist Primzahl und 3%/3

6=2-3,3°=1mod 7 und

6 mod 7
3 mod 7

» 5 ist Primzahl, denn:

4=2.2,2*=1mod5 und

O 2 ist Primzahl und 242 = 4 mod 5

» 3 ist Primzahl, denn:

=2, 22=1 mod 3 und

O 2 ist Primzahl und 222 = 2 mod 3

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

Aufwand fiir das Uberpriifen von Zertifikaten

Aufwand der Prim-Verifikation

Aufwandsabschatzung fiir das Uberpriifen eines Zertifikats C(n):

T(n) = Anzahl der Verifikationen von Produkten

m—q'flq2ﬁ2~...

und von mod-g-Berechnungen

)
x=1mod g

die fiir das Uberpriifen von C(n) benétigt werden.

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

LZertifikate fur Primzahlen

Als “Zertifikate” geschrieben:

C(1653701519)

C(1973
C(137

C(29

(2

(19

(

(

O 0
w

m
\'

1
11

mﬁ
\'

a

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(
(5
(3

A

LEffiziente Verifikation von Primzahlen

[2-7-19-23-137-1973;
C(7), C(19), C(23),
[22.17-29; C(17),C(29) ; 3]
[23-17; C(17); 3]

[22-7; C(7); 2]

[2-11; C(11); 5]

[2-3%; C(3); 2]

[2%; - 3]

[2-5; C(5); 2]

[2-3; C(3); 3]

[22; — ;2]

(25 = 5 %]

\—Aufwand fiir das Uberpriifen von Zertifikaten

» Rekursion: Fiir n —1=pi*-...-p;

(673

k

T(n)=1+Y T(p)+k+1

i=2

Dabei ist py = 2, und C(2) ist “kostenlos”, d.h. T(2) =

» Setze S(n) =

T(n)+ 1, dann ist

= Z 5(pi) + 4
i=2

C(137), C(1973)

7]



L Effiziente Verifikation von Primzahlen
L Aufwand fiir das Uberpriifen von Zertifikaten

» Verifiziere per Induktion, dass fiir alle Primzahlen n:
S(n) <4-logyn

» Fiir n = 2 ist nichts zu zeigen.
» Fiir Primzahlen n > 2 mit

(e5Nes ]

n—1 = p"py?...p* (pr=2)

gilt dann:

k k
5(n) < 2(4 “logy pi) +4=14- Z log; pi
i=2 i=1

k
:4-Iong,- <4-logn
i=1

LEffiziente Verifikation von Primzahlen
LPRH\H—ts el

» Im August 2002 wurde von AGRAWAL, KAYAL, SAXENA das
lange offene Problem endlich geldst:

PRIMES € P

Der AKS-Algorithmus

» ist verbliiffend einfach (= folgende Seite)

> die Begriindung der Korrektheit ist nicht ganz so einfach, aber
interessierten Studenten durchaus zu§énglich

> hat eine (bewiesene!) Laufzeit O(log™ n)
(aber vermutlich real noch deutlich besser)

» Hinweis: sehr instruktiver Artikel mit vielen weiteren Hinweisen
F. BORNEMANN, PRIMES is in P: Ein Durchbruch fiir
“Jedermann”, Mitteilungen der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung, 4-2002, 14-21.
engl. Ubersetzung: PRIMES is in P: A Breakthrough for
“Everyman”, Notices of the American Mathematical Society
50/5 (2003), 545-552.

- Effiziente Verifikation von Primzahlen
LAufwand fiir das Uberpriifen von Zertifikaten

» Beachte: alle Operationen (inklusive Exponentiationen (!!)
mod g) werden mit Zahlen mit < log n Binarstellen
durchgefiihrt — insgesamt ist der Rechenaufwand fiir das
Verifizieren von C(n) polynomial in log n.

» Ganz wichtig: der Aufwand fiir das Finden der Zertifikate wird
nicht beriicksichtigt — es geht ausschliesslich um das
Verifizieren!

» Fazit: Primheit l3sst sich effizient verifizieren,

PrRIMES € NP

» Tatsachlich gilt sogar: Primheit ldsst sich effizient entscheiden

PrRIMES € P

Aber das weiss man erst seit 2002.

- Effiziente Verifikation von Primzahlen
LPmr\ms cP

Der Algorithmus von AGRAWAL, KAYAL, SAXENA

Input: integer n > 1
if n=aP for ac Nand b > 1 then
output COMPOSITE
end if
Find the smallest r such that ord,(n) > 4log? n
if 1 < (a,n) < n for some a < r then
output COMPOSITE
end if
if n < r then
output PRIME
end if
for a=1to [24/¢(r)logn| do
if (X+a)"# X"+ a (mod X" —1,n) then
output COMPOSITE
end if
end for
output PRIME



LPrimzahltests LPrimzahltests

> Probedivision: n ist Primzahl < V., < 7k fn

I3-RRIMB|(inifin)
{
for (int i = 2; i < \/n; i++)
if (i | n) return FALSE;
return TRUE;
}

» logarithmisches Kostenmodell:
Problema, numeros primos a compositis dignoscendi . . .ad > input-Grdsse ist log n

gravissima ac utilissima tabus arithmeticae pertinere. . .

... scientiae dignitas requirere videtur, ut omnia subsidia ad
solutionem problematis tam elegantis ac celebris sedulo > Jede Probedivision erfordert O(log” n) Bit-Operationen
excolantur. » Laufzeit fiir m-stelliges n ist im worst-case O(m? - 2™/2)
J. C. F. Gauss (1777-1855),

Disquisitiones Arithmeticae, Artikel 329

> Anzahl der Schleifendurchliufe ist O(y/n) = O(2z'°8")

LPrimzahltests LPrimzahltests

> Beispiele
Pseudo-Primzahltests > Teilbarkeitstest
D(n,a):a fn

> . :
A(n, a) : Eigenschaft ganzer Zahlen mit > Euklid-Test

n Primzahl = V,.1<.<n A(n,a) E(n,a): ggT(n,a) =1

» Fermat-Test
» Wird w (1 < w < n) gefunden mit =A(n, w), so ist n keine

Primzahl: F(n,a):ggT(n,a)=1= a""!'=1 (mod n)

J:1cwen “A(n,w) = nist keine Primzahl » SPP-Test (“strong probable prime”, MILLER-RABIN)

sei n —1 = 2" u mit ungeradem u
» Solch ein w heisst Zeuge (witness) fiir die

Zusammengesetztheit von n a“=1 modn oder

u2 = _1modn fiireinimit 0<i<t

MR(n,a) : {

a



LPrimzahltests LPrimzahltests

» Begriindung fiir den SPP-Test

MR(n,a) : n—1=2". u mit ungeradem u

a=1 modn oder Beispiele
3“2 = _1modn fireinimit 0<i<t »n=25,n-1=3-8,a=T:
» n Primzahl & Z, Kérper 72 = 18 mod 25
> In einem Kérper hat die Gleichung x?> = 1 genau zwei 7 = 24 mod 25
Losungen x = £1 12 _
(allgemeiner: x*> = 1 hat fiir n = p® (p > 3 Primzahl) in Z, 724 = Loy 28
genau die beiden Losungen x = +1) 7" = 1 mod 25
» wird in Z¥ ein Element z # +1 mit z2 = 1 gefunden, so ist n _ _ _ _ _
Vefime Bl Test bringt keine Information! a = 7 ist kein MR-Zeuge.

» beachte sukzessive Quadrierungen in Zj,

a“modn, a*“modn, 2% mod n , 2%’ mod n e 2% mod n
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» n=25,n—1=3-8,a=2:
» n=2047=23-89,n—1=2-1023,a = 2:

23 = 8 mod?25

6 21023 = 1 mod 2047
2° = 14 mod 25 = mo
212 = 21 mod 25 22046 — 1 mod 2047
224 = 16 mod 25

Test bringt keine Information! a = 2 ist kein MR-Zeuge.
Test zeigt, daB 25 nicht prim ist! a = 2 ist MR-Zeuge.
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> n=2047=23-89,n—1=2-1023,a = 3: 2 BESES oS, I= L Sa0Ea=2

85 _
31023 — 1565 mod 2047 2% = simed Sl
Pl 1 mod 341

32046 — 1013 mod 2047 =
2340 = 1 mod 341

Test zeigt, daB 2047 nicht prim ist! a = 3 ist MR-Zeuge.
Test zeigt, daB 341 nicht prim ist! a = 2 ist MR-Zeuge.
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» n=561=3-11-17,n—1=16-35b =2

235 = 263 mod 561

70 _
340 = 166 mod 561 > n=2243,n—1=2-1121,b =2
2 = 67 mod 561
2280 = 1 mod 561 oH2L = 2242 mod 2243
2%60 = 1 mod 561 22242 = 1 mod 2243
Test zeigt, daB 561 nicht prim ist! b = 2 ist MR-Zeuge. b = 2 ist kein MR-Zeuge fiir die Zusammengesetztheit von
In der Tat ist 561 die kleinste CARMICHAEL-Zahl, also eine 2243. Solche Zeugen darf und kann es nicht geben, denn 2243
Zahl, bei der es ausser den GGT-Zeugen keine weiteren ist Primzahl!

FERMAT-Zeugen gibt! Man weiss erst seit 1994, dass es
unendlich-viele solche Zahlen gibt

(ALFORD, W.R.; GRANVILLE, A.; AND POMERANCE, C).
Siehe:

http : //mathworld.wolfram.com/CarmichaelNumber.html
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Beispiele fiir Zeugenmengen:

» n=13
Dzeugen(13) = []
Ezeugen(13) = []
Fzeugen(13) = []
MRzeugen(13) []
L Primzahltests
» n=15
Dzeugen(15) = [3,5]
Ezeugen(15) = [3,5,6,9,10,12]
Fzeugen(15) [2,3,5,6,7,8,9,10,12,13]
MRzeugen(15) = [2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]

LPrimzahltests

» n=14

Dzeugen(14

Ezeugen(14
Fzeugen(14
(

)
)
)
MRzeugen(14)

LPrimzahltests

» n=25

Dzeugen(25
Ezeugen(25
(25
(

MRzeugen(25

Fzeugen

)
)
)
)

[2,7]

[2,4,6,7,8,10,12]
[2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]
[2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]

[5]

[5,10,15,20]
[2,...,6,8,...,17,20,...,23]
[2,...,6,8,...,17,20,...,23]



LPrimzahltests LPrimzahltests

Vergleich der Grosse von Zeugenmengen Vergleich der Grdsse von Zeugenmengen

nlD E F MR
210 0 0O 0 nlD E F MR
310 0 O 0 16| 3 7 14 14
411 1 2 2 18| 4 11 16 16
50 0 O 0 200 4 11 18 18
6|2 3 4 4 211 2 8 16 18
710 0 O 0 221 2 11 20 20
81 2 3 6 6 241 6 15 22 22
9|1 2 6 6 2511 4 20 20
10/ 2 5 8 38 26| 2 13 24 24
121 4 7 10 10 271 2 8 24 24
142 7 12 12 281 4 15 24 24
1512 6 10 12
L Primzahltests L Primzahltests

Vergleich der Grosse von Zeugenmengen

nlD E F MR
3006 21 28 28

» ldee (probabilistischer) Primzahltests:

105/ 6 56 88 102 Gelingt es trotz intensiver (zufilliger) Bemiihungen
nicht, einen Zeugen fiir die Zusammengesetztheit von
n aufzutreiben, wird man n fiir eine Primzahl halten
» Annahme:
S : : : » fiir n,a mit 1 < a < nist die Un/Giiltigkeit von A(n, a) leicht
561 | 6 240 240 550 zu iberpriifen
- . - : > ist n keine Primzahl, so sind Zeugen fiir die
Zusammengesetztheit von n haufig

169 1 12 156 156

1105 | 6 336 336 1074

1729 | 6 432 432 1566
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» Probabilistisches Verfahren:

» wahle zufillig Kandidaten ki, ko, . .

- Primzahltests

iberpriife A(n, ki)(1 <i<r)

wird dabei mindestens ein Zeuge fiir die Zusammengesetztheit

von n gefunden, d.h. =A(n, k;), so ist n in der Tat
zusammengesetzt
— diese Aussage ist korrekt!

wird kein Zeuge fiir die Zusammengesetztheit von n gefunden,

so wird n als Primzahl deklariert
— dies ist mit nur sehr geringer Wahrscheinlichkeit eine
falsche Entscheidung

» Der Primzahltest von Miller-Rabin:

>

wahle (iteriert und zufillig) Zahlen
a€Zpa#{0,1} mitggT(n,a)=1

(falls a mit ggT(n, a) # 1: sowieso fertig)
berechne a"~'mod n durch “schnelle Exponentiation”, d.h.
durch iteriertes Quadrieren und Multiplizieren:

a(n—l)div2j firj=k,k—1,k—2,...,1,0,

wobei k ={4(n—1)+1
falls auf diesem Weg eine Situation

z— 2z =1 mit z # +1

angetroffen wird: Zeuge fiir Zusammengesetztheit von n
gefunden!

.k, mit1 < ki <nund
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Diskussion der Tests:

» Teilbarkeitstest
Unbrauchbar, da es Nicht-Primzahlen n mit nur zwei Teilern
(# 1, n) gibt (Teilbarkeits-Zeugen)

» Euklid-Test
Unbrauchbar, da es Nicht-Primzahlen n mit nur wenigen
Euklid-Zeugen gibt

» Fermat-Test
Unbrauchbar, da es zusammengesetzte Zahlen n gibt mit

Vica<n :ggT(n,a) =1 = P — 1(mod n)

d.h. alle Fermat-Zeugen sind schon Euklid-Zeugen

LPrimzahltests

{

Miller _Rabin (int n)

choose a € [2: n — 1] at random;

/* primes are odd except for 2, which is an odd prime :-) */
if (n == 2) return TRUE;

if (n ==1|| even(n)) return FALSE;

/* primes are relatively prime to a */

if (g¢l'(a,n) > 1) return FALSE;

/* compute z = a"~! # 1 mod n using iterated squaring */

let (bg,...,bo) be the binary representation of n — 1;
int z =1;
for (int ¢ =k; ¢ > 0;4——)
{
int z = z;

z = 22 mod n;

/* primes allow only trivial solutions of 2 = 1 mod p */
if ((z==1) && (x #1) && (x #n —1)) return FALSE;
if (b ==1) z=z-amod n;

}
if (# # 1 mod n) return FALSE; P =" @)
return TRUE; /* no witness found: in dubio pro reo */
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Lemma:

» Miller-Rabin-Zeugen sind haufig,

Beachte: genaugr.‘ ) .
~ i 1 — ot n d ist n eine zusammengesetzte Zahl, so ist die Anzahl der
St =< - U Mit Ungeradem 4, so Miller-Rabin-Zeugen fiir diese Tatsache mindestens (n —1)/2

» sind die letzten t + 1 Werte von z beim Quadrieren und

Multiplizieren zu diesem Zweck wird gezeigt:

) » Nicht-Zeugen sind Elemente von Z7 (klar!)

2 3 t
: . ZUmodn, ..., a*"“modn

a“mod n, a“modn, a““modn, a

» Die Nicht-Zeugen bilden eine echte Untergruppe von Z;,

» sind die letzten t Operationen sind nur Quadrierungen )
» Wegen des Satzes von Lagrange hat diese Untergruppe

< #Z}/2 < (n—1)/2 Elemente

> es gilt sogar (Beweis etwas aufwendiger):
die Untergruppe der Nicht-Zeugen hat < ¢(n)/4 Elemente
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» der etwas weniger einfache Fall:

» der einfache Fall: es gibt in Z}, keine Fermat-Zeugen,

n—1_ i *
es gibt in Z} einen Fermat-Zeugen, Sl &= ekl o W ellls & € 2

h. ei Z* mit a" ! #1 mod
d-h.ein a € Z;, mit a™* #1 mod n » der einfache Unter-Fall des etwas weniger einfachen Falles:

e Do
» B={bcZ; b" ! =1mod n} ist eine Untergruppe von Z n = p° mit Primzahl p > 2 und e > 2

» Fakt: Z7. ist eine zyklische Gruppe
> 125 = o(p?) = p*H(p— 1)
> wegen x ¢ B ist B eine echte Untergruppe von Zj > lIst a € Zj. ein Element der Ordnung ¢(p®), so gilt

a#(P") =1 (mod n) und a"~* =1 (mod n),
also p(p®) = p¢~Y(p — 1) | p® — 1 : unmoglich!

> alle Nicht-Zeugen gehdren zu B
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» der etwas weniger einfache Unter-Fall des etwas weniger
einfachen Falles:

n=ni-ny mit ny,ny >1und ggT(ny,m) =1
» n—1=2"-u mit ungeradem u, fiir a € Z? betrachte
2 3]
[a] = (a“ mod n, a°“ mod n,a* “mod n, a* “mod n, ..., 2%“ mod n)

> beachte: die letzte Komponente von [a] ist immer = 1;

» sei j mit 0 < j < t maximal mit der Eigenschaft, dass es ein
v € Z* gibt v¥¥ = —1mod n
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Theorem (MILLER, RABIN, 1976)

» Der Miller-Rabin-Primzahltest beurteilt bei m Iterationen eine
zusammengesetzte Zahl n falschlicherweise als Primzahl mit
einer Wahrscheinlichkeit < (1/2)™ bei einer Laufzeit von

O(m - £(n)*)
In der Terminologie der Komplexitatstheorie

PRIMES € co-RP

wobei:  RPP = random polynomial time
= Klasse der Probleme mit effizienten probabilisti-
schen Entscheidungsverfahren mit einseitigem Fehler
(“biased Monte Carlo”)

LPrimzahltests

> B:{erf,;x2j”E:|:1modn}7£@
» B ist eine Untergruppe von Z}, die alle Nicht-Zeugen enthilt

» B ist eine echte Untergruppe von Z7:
— sei v € Z;, mit v?U = _1mod n
- = v?Y=_1mod ny und v?U = 1 mod no

— Konstruiere mittels Chinesischem Restesatz w € Z;, mit
w = vmod n; und w =1 mod ny

—- = w?!=—1mod m und w?'=1mod m = w¢B

LPrimzahltests

» Zahlenbeispiel zur Effizienz des MILLER-RABIN-Tests:

» ¢ : Fehlerwahrscheinlichkeit des MR-Tests
» Aufwand zum Testen einer k-stelligen Zahl (log 1 - k®)

» Annahme:
10 arithmetische Operationen pro Sekunde, ¢ = 1071

k=30 = 1 sec
k=50 = 125 sec
k=100 = 100 sec
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Ein wesentlich schwieriger darzustellendes und zu begriindendes
Verfahren von ADLEMAN und HUANG (1992) zeigt

PRIMES € RP

Aus beiden Aussagen zusammen erhalt man
PRrIMES € ZPP = RP N co-RP

wobei:  ZPPP = zero error random polynomial time
= Klasse der Probleme mit probabilistischen
Entscheidungsverfahren, die im Mittel effizient
sind
(“Las Vegas")

- Primzahltests

» MILLER hat 1976 gezeigt, dass Primzahlen deterministisch
mit Aufwand O(log® n) erkannt werden kdnnen, denn

> ist n keine Primzahl, dann ist kleinste MR-Zeuge fiir die
Zusammengesetztheit von n kleiner als 2In*>n  (BacHh, 1985)

Hierbei wird allerdings eine bislang unbewiesene Hypothese
des Zahlentheorie (ERH) verwendet!

» Es gibt einen (in der Praxis!!) sehr effizienten
deterministischen Primzahltest von ADELMAN, POMERANCE,
RUMELEY (1983) mit Laufzeit

O((Iog n)c. log log log n)

» Im August 2002 wurde von AGRAWAL, KAYAL, SAXENA das
lange offene Problem endlich gelGst:

PRIMES € P

LPrimzahltests

Weitere Informationen zur Komplexitatssituation fiir PRIMES

» Primzahlen sind effizient verifizierbar (PRATT, 1975)
PRIMES € NP

» Zusammen mit dem offensichtlichen (!!) PRIMES € co-NP
ergibt sich
PRrIMES € NP N co-NP

LPrimzahltests

» Literaturhinweise:

» R. CRANDALL, C. POMERANCE,
Prime Numbers, A Computational Perspective,
Springer-Verlag, 2001.

» M. DIETZFELBINGER,
Primality Testing in Polynomial Time,
Springer Verlag 2004.

> siehe auch Webseite zur Vorlesung
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ptest := proc (N::integer,t::integer)

Probabilistischer Primzahltest, der mit
zuf 1llig gew hlten Startwerten 1 < a < N
maximal t Iterationen von
Teilbarkeitstest,
ggT-Test,
Fermat-Kongruenztest
Miller-Rabin-Test
durchf hrt.

H= = o 3 3 = 3 S = =Y

local a,d,e,j,k,s,u,f,found, randomelement;
randomelement := rand(2..N-1);

for s from 1 to t do

a := randomelement();

#

# Teilbarkeitstest

#

if N mod a = 0 then

RETURN(N, “ist keine Primzahl:" ,a, teilt”,N) fi;
#

# Euklid-Test

#

d := igcd(a,N);

if d>1 then

RETURN(N, “ist keine Primzahl: der GGT von~ ,a, und”,N, ist~,d) fi;
#

# Fermat-Test

#

e := a & (N-1) mod N;

if not (e=1) then

RETURN(N, “ist keine Primzahl:

Fermat-Test mit~,a, liefert a”"(N-1) mod N =",e) fi;
#

# Miller-Rabin-Test

#
print("Miller-Rabin-Test wird gestartet™);
u := N-1;
k := 0;
while (u mod 2 = 0) do
u := u/2;
k := k+1;
od;

f := a &"u mod N;
print(f);
if (f=-1 mod N) or (f=1 mod N) then break fi;
found := false;
for j from 1 to k do
f := f &2 mod N;
print(f);
if f=-1 mod N then found := true; break fi;
od;
if found then break else
RETURN(N. " ist keine Primzahl: Miller-Rabin-Test! )

fi;

od;

print ("MR-Test” ,t, -mal bestanden: ,N,” ist vermutlich Primzahl®);
1;

end:

> pptest(41,3);
Miller-Rabin-Test wird gestartet

1
MR-Test, 3, -mal bestanden:, 41, ist vermutlich Primzahl
1

; pptest(561,5);
Miller-Rabin-Test wird gestartet

287
463
67
1
1
561, ist keine Primzahl: Miller-Rabin-Test!

; pptest (10007,5);
Miller-Rabin-Test wird gestartet

10006
MR-Test, 5, -mal bestanden:, 10007, ist vermutlich Primzahl
1

> isprime(10007);
true

> findprime := proc (N::integer,t::integer)
#
# die n chstgr ssere Primzahl nach N
# wird mittels probabilistische Primzahltest
# bestimmt
# t = Anzahl der Iterationen
#
local n;
n := N;
if (n mod 2 = 0) then n := n+l1 fi;
while true do
if pptest(n,t)=1 then break fi;
n := n+2;
od;
end;
findprime = proc(N::integer, t::integer)
local n;
n=N;

if ‘'mod’(n,2)=0then n :=n+ 1 end if



do if pptest(n, t) =1 then break end if n :==n + 2 end do
end proc

-> findprime (8234857628934756343,5);
Miller-Rabin-Test wird gestartet

7156348946777158704
3903333351366841698
8234857628934756360
MR-Test, 5, -mal bestanden.:, 8234857628934756361, ist vermutlich Primzahl
8234857628934756361

> isprime(%);
true

>



Verschliisselung durch Exponentiation (POHLIG, HELLMAN, 1976)

— p: eine (grosse) Primzahl

—e: Zahl 0 < e < p mit ggT(e,p—1) =1

— d Inverses von e in Z

%
p—1>

dh. d-e=1modp—1 (= é(p))

— M : numerisch codierter Text

— M in Blocke M; mit 0 < M; < p zerlegen (i=1,2,3...)

— Codierung (encryption)

(i=1,2,3,...)

— Decodierung (decryption)

Ci— Cl= (M) = (M;)#?% = M = M mod p

(i=1,2,3,...)

Verschliisselung

Ciphertext

2174 4468 7889 6582 0924 5460 7868 7319 0726 2890 7114

Entschliisselung

C1

Cs

Cll

M
Mo
M3

Mll

M; — C; := M mod p

0514°! mod 7951
0318°! mod 7951
2516°! mod 7951

1400°! mod 7951

2174%%! mod 7951
4468°%! mod 7951
7889%°1 mod 7951

7114°%! mod 7951

(2

2174
4468
7889

7114

514

318

2516

1400

numerische Codierung

U A B C D ..Y Z
ro 11111
00 01 02 03 04 ... 25 26

Parameter: p = 7951, e = 91,d = 961
Text: ENCRYPTION REGULATION

Numerisch codierter Text;

M = 0514 03 18 25 16 20 09 15 14 00 18 05 07 21 12 01 20 09 15 14 00

Zerlegung in Blocke mit je 4 Ziffern

0514 0318 2516 2009 1514 0018 0507 2112 0120 0915 1400

Public-Key-Kryptographie

e Ziel: sicherer Informationsaustausch zwischen Teilnehmern
{Alice, Bob,Cesar, ...} an einem offentlichen Netz, bei dem die
transportierten (verschliisselten) Daten abgehort werden kénnen

e Klassisch (“symmetrische Kryptosysteme”, z.B. DES): jedes Paar (A, B)
von Teilnehmern besitzt identische Schliissel zum Verschliisseln und
Entschliisseln, die nur diesen bekannt sind
Problem: wie kénnen A und B identische Schliissel erhalten/erzeugen?

als nicht-technische Lektiire dringendst empfohlen:
S. Singh, Geheime Botschaften, dtv, 2001. (Engl.: The Code Book)



e Public-Key-Idee (“asymmetrisch”, W. Diffie, M. Hellman, 1976): alternative Verwendung asymmetrischer Systeme:
Schliissel iiber das Netz selbst zugénglich machen

Authentifizieren von (nicht geheimen) Nachrichten, falls
— Jeder Teilnehmer B erzeugt ein Paar (kg, kp) von Schliisseln,

— kg wird von B offentlich bekanntgegeben (“Telefonbuch”), D(E(N,kg),kp) = N = E(D(N,kp), kg)
kp bleibt Geheimnis von B

— Will eine Teilnehmerin A am Netz eine Nachricht N in verschlisselter Form — B benutzt seinen privaten Schliissel kp um Nachricht N zu

an B schicken, so “verschliisseln”: D(N, kp) (“Signatur”)
* besorgt sich A den Schliissel kg (unverschliisselt) aus dem Telefonbuch — B sendet (N, D(N, kp)) zu A
x verschliisselt N mittels kg zu E(IV, kg) mittels eines geeigneten
Verfahrens € und sendet &(N, kg) zu B — A verschliisselt die Signatur D(N, kp) mit kg und vergleicht das Ergebnis
* B erhilt £(N, kg) und entschliisselt dies zu D(E(N, kg),kp) = N mit E(D(N,kp), kg) mit der Nachricht N

Hilfe eines geeigneten Verfahrens D

— Sicherheit: mit verntinftigem Aufwand
% aus verschliisselter Nachricht £(V, kg) keine Riickschliisse auf N
* aus der Kenntnis von kg keine Kenntnis von kp

moglich, auch wenn Verfahren € und D 6ffentlich bekannt sind

5 6
Das RSA-Verfahren Demonstrationsbeispiel
R. RIvEsT, A. SHAMIR, L. ADLEMAN, A Method for Obtaining Digital Signatures Systemparameter:
and Public Key Cryptosystems, Communications of the ACM, 21 (1978), 120-126
O.E.: Nachrichten sind als (Blécke von) positiven ganzen Zahlen codiert . A7 Primzahl
Jeder Teilnehmer am System = 59 Primzahl
e wahlt zwei grosse Primzahlen p und ¢ (typisch: > 100 Dezimalstellen) = p-q= 29773
® berechnet 7= p- ¢ und ¢(n) = (p ~1)(¢ ~ 1) o(n)= (p—1)(¢g—1) = 2668 EULERs Funktion
e wihlt eine grosse “zuféllige” ungerade Zahl d mit 1 < d < ¢(n) und d— 157 ggT(d, p(n)) = 1
T(d,¢p(n)) =1
geT(d, ¢(n)) e =d * mod ¢(n)= 17 mittels erweitertem EA
_ g1
® berechnet e = d™" mod ¢(n) ko= (17,2773)  offentlicher Schliissel
e verdffentlicht das Paar kg = (e,n) als offentlichen Schliissel kp= (157, 2773) privater Schliissel

e hilt die Daten (d, p, q) geheim, privater Schliissel kp = (d,n)
o Verschliisselung: & ) : Z;, — Zy, : N — N° mod n

e Entschliisselung: Dy, : Zj, — Zj, : C — C% mod n



Text

ITS ALL GREEK TO ME

W. SHAKESPEARE, Julius Cesar, 1. Akt, 2. Szene

numerisch codierter Text

0920 1900 0112 1200 0718 0505 1100 2015 0013 0500

Verschliisselung
C; = 920" mod 2773 = 948
Cy = 1900'" mod 2773 = 2342
Cs3 = 0112'"mod 2773 = 1084
Cio = 0500' mod 2773 = 1665
Ciphertext

0948 2342 1084 1444 2663 2390 0778 0774 0219 1655

9

Klassisches Beispiel 1

Parameter:

n = RSA-129 = 114381625757888867669235779976146612010218296721242362562
561842935706935245733897830597123563958705058989075147599290026879543541
e = 9007

Text:
ITS ALL GREEK TO ME
W. SHAKESPEARE, Julius Cesar, 1. Akt, 2. Szene

numerisch codierter Text

09201900011212000718050511002015001305

verschlisselter Text:

1999351314978051004523171227402606474232040170583914631037037174
0625971608948927504309920962672582675012893554461353823 769748026

11

Entschliisselung

Ciphertext
0948 2342 1084 1444 2663 2390 0778 0774 0219 1655

M, = 948" mod 2773 = 920
M, = 2342%" mod 2773 = 1900
Ms = 10847 mod 2773 = 0112
My = 1665 mod 2773 = 0500

numerisch codierter Text

M = 0920 1900 0112 1200 0718 0505 1100 2015 0013 0500

Text

ITS ALL GREEK TO ME

10

Klassisches Beispiel 2: das 100 $ - RSA -Problem

M. GARDNER, “Mathematical Games - A New Kind of Cipher that
Would Take Millions of Years to Break”,
Scientific American, 237, 2 (1977), 120-124.

Parameter:
n = 114381625757888867669235779976146612010218296721242362562561842

935706935245733897830597123563958705058989075147599290026879543541
e = 9007

numerisch codierter Text:

9686961375462206147714092225435588290575999112457
4319874695120930816298225145708356931476622883989
6280133919905651829945157815154

12



Faktorisierung von RSA-129

D. AtkiNs, M. GRAFF, A. K. LENSTRA, P. LEYLAND et al.,
2. April 1994, mit Aufwand von ca. 5000 mips-Jahren, 8 Monate
Rechenzeit auf > 600 workstations

Methode: “Multiple Polynomial Quadratic Sieve”

RSA-129 ist das Produkt der beiden Primzahlen

p = 3490529510847650949147849619903898133417764638493387843990820577
q = 32769132993266709549961988190834461413177642967992942539798288533

Zur Entschliisselung benotigt man das Inverse d von e = 9007 modulo

p(n)=¢(p-q¢)=@-1)(¢-1)

d = 1066986143685780244428687713289201547807099066339
3786280122622449663106312591177447087334016859746
2306553968544513277109053606095

13

Nach Entschliisselung

2008050013010709030023151804190001180500191721050
11309190800151919090618010705

Ubersetzung in Text

THE MAGIC WORDS ARE SQUEAMISH OSSIFRAGE

15

Die Entschliisselung
M — M<% mod n

wird mittels “Schneller Exponentiation” in Z,, ausgefithrt, wobei man die 426
Bit lange Binardarstellung von d verwendet

100111011001111110010100110010001000001000001110100111100100110
010011110100111000000000000011111110100001101010110001011101111
010100001111101100000010000011101101010101111010101001111110110
110100001111110100000011110100110001011001011001101001010001100
100111010110000101110100101011010000011100000001110001110101010
011011101000111101001110001101011010101010010011101010001001111
000000100111010011000110111110101100100011001111

14

Die Verschliisselungsabbildung
N +— N¢modn

wird natiirlich auch mittels “Schneller Exponentiation” in Z; ausgefiihrt,

wobei e = 9007 die Binardarstellung
10001100101111

hat

16



Die 100$-Nachricht von RIVEST, SHAMIR, ADLEMAN war signiert mit Hilfe
der Entschliisselungsabbildung:

1671786115038084424601527138916839824543690103235831121783503
8446929062655448792237114490509578608655662496577974840004057020373

Mittels Verschlisselungsabbildung erhélt man

06091819200019151222051800230914190015140500082114041805040004151212011819

im Klartext:

FIRST SOLVER WINS ONE HUNDRED DOLLARS

17

e grosse Primzahlen p, ¢ mittels randomisiertem Primzahltest gewinnen:
mittlere Anzahl der Versuche um eine ¢-stellige Primzahl zu finden ist
wegen Primzahlsatz € ©(¢)

e Multiplikationen n = p-q und ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1)

e Exponent d zuféllig wihlen und mittels EA auf Teilerfremdheit mit ¢(n)
testen

e Inverses ¢ = d~! mod ¢(n) mittels erweitertem EA berechnen

e Ver- und Entschliisselung mittels schneller Exponentiation (Quadrieren
und Multiplizieren)

19

o fiir die Hintereinanderausfithrung von Verschliisselung und

Entschliisselung

Ele,n Dd,n
N X% N¢mod n =% (N¢)? mod n

fir NeZunde-d=1+k- ¢(n)
gilt wegen des Satzes von Euler:

Ned = NI+ke() = y . (N¥(M)k = N. 1= N mod n

18

e Wenn es einem Angreifer gelingt, die Faktorisierung n = p - ¢ zu ermitteln,
kann er auch d = e~! mod ¢(n) mittels EA berechnen

e Bislang keine wirklich effizienten Faktorisierungsalgorithmen bekannt
(aber: Quantencomputer? Algorithmus von Shor (1994))

o Ist es wirklich nétig, n zu faktorisieren, um RSA zu brechen?
(wenn man n und ¢(n) kennt, kann man p und g berechnen! Wie?)

e RSA hat “Schwachstellen”, die man respektieren sollte (z.B. sehr kleine e

bzw. d, oder wenn p — 1 und g — 1 viele kleine Primteiler haben)

Empfohlene Lektiire:

D. Boneh, Twenty Years of Attacks on the RSA Cryptosystem,
Notices of the American Mathematical Society, vol. 46, 203-213, 1999.
http://www.ams.org/notices/199902/199902-toc.html

20



aus: Eric Weisstein’s Mathworld _number |digits|| prize factored
RSA-100 |[100 Apr. 1991
= http://mathworld.wolfram.com/news/2003-12-05/rsa/ RSA-110 [[110 Apr. 1992
[RsA-120 [[120 || Pun. 1993 \
- RSA-129 (129 $100||Apr. 1994
MathWorld Headline News R E e T
RSA-140 (140 Feb. 2, 1999
RSA-576 Factored ==
RSA-150 (150 |[withdrawn?|[open [see postscript]|
By Eric W. Weisstein RSA-155 [155 Aug. 22, 1999
December 5, 2003--On December 3, the day after the announcement of the discovery of RSA-160 |[160 Apr. 1, 2003
the largest known prime by the Great Internet Mersenne Prime Search on December 2 RSA-576 174 $10,000||Dec. 3, 2003
(MathWorld headline news, December 2, 2003), a team at the German Federal Agency for RSA-640 [193 $20,000|[open
:E:::;g?tlon Technology Security (BIS) announced the factorization of the 174-digit RSA-704 |212 $30,000|[open
RSA-768 |[232 $50,000|[open
1881 9881292060 79638380697 2394616504 3980716356 3379417382 RSA-896 270 75 000
7007633564 2298885971 5234665485 3190606065 0474304531 $75,000 jopen
7388011303 3967161996 9232120573 4031879550 6569962213 RSA-1024|]309 $100,000 |open
0516875930 7650257059 RSA-1536/463 || $150,000 open
known as RSA-576. RSA-2048||617 $200,000 |open

RSA numbers are composite numbers having exactly two prime factors (i.e., so-called

semiprimes) that have been listed in the Factoring Challenge of RSA Secun'ty®. .
Postscript added August 24, 2004:

RSA-150 was factored into two 75-digit primes by Aoki et al. in a preprint dated April 16,
2004.

21 22

RSA-Aufgaben

e In einem RSA-System wird der Ciphertext 10 ibertragen. Der dffentliche
Schlissel ist (5,35). Welches war die Nachricht?

Losung:
—n=35=5-7 = ¢(n)=(5-1)(7T—1) =24
—e=5 = d=5"'mod24=5
— 10°mod 35 =5mod 35 = M =5
e Ein RSA-System hat (31,3599) als dffentlichen Schlissel. Welches ist der
private Schlissel?
Losung:
— n=3599 =59-61 = ¢(n)=58-60 = 3480
— d=31"1 mod 3480 = —499 mod 3480 = 3031 folgt aus eeA mit

Bézout-Beziehung
4-3480 —449-31=1

— privater Schliissel (3031, 3599)

23
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MathWorld Headline News

RSA-576 Factored
By Eric W. Weisstein

December 5, 2003--On December 3, the day after the announcement of the discovery of
the largest known prime by the Great Internet Mersenne Prime Search on December 2
(MathWorld headline news, December 2, 2003), a team at the German Federal Agency for
Information Technology Security (BIS) announced the factorization of the 174-digit
number

1881 9881292060 7963838697 2394616504 3980716356 3379417382
7007633564 2298885971 5234665485 3190606065 0474304531
7388011303 3967161996 9232120573 4031879550 6569962213
0516875930 7650257059

known as RSA-576.

RSA numbers are composite numbers having exactly two prime factors (i.e., so-called

semiprimes) that have been listed in the Factoring Challenge of RSA Security®.

While composite numbers are defined as numbers that can be written as a product of
smaller numbers known as factors (for example, 6 = 2 x 3 is composite with factors 2 and
3), prime numbers have no such decomposition (for example, 7 does not have any factors
other than 1 and itself). Prime factors therefore represent a fundamental (and unique)
decomposition of a given positive integer. RSA numbers are special types of composite
numbers particularly chosen to be difficult to factor, and they are identified by the number
of digits they contain.

While RSA-576 is a much smaller number than the 6,320,430-digit monster Mersenne
prime announced earlier this week, its factorization is significant because of the curious
property of numbers that proving or disproving a number to be prime ("primality testing")
seems to be much easier than actually identifying the factors of a number ("prime
factorization"). Thus, while it is trivial to multiply two large numbers p and g together, it
can be extremely difficult to determine the factors if only their product pg is given. With
some ingenuity, this property can be used to create practical and efficient encryption
systems for electronic data.

RSA Laboratories sponsors the RSA Factoring Challenge to encourage research into
computational number theory and the practical difficulty of factoring large integers and
also because it can be helpful for users of the RSA encryption public-key cryptography
algorithm for choosing suitable key lengths for an appropriate level of security. A cash
prize is awarded to the first person to factor each challenge number.

RSA numbers were originally spaced at intervals of 10 decimal digits between one and five
hundred digits, and prizes were awarded according to a complicated formula. These
original numbers were named according to the number of decimal digits, so RSA-100 was
a hundred-digit number. As computers and algorithms became faster, the unfactored
challenge numbers were removed from the prize list and replaced with a set of numbers
with fixed cash prizes. At this point, the naming convention was also changed so that the
trailing number indicates the number of digits in the binary representation of the number.
Hence, RSA-576 has 576 binary digits, which translates to 174 digits in decimal.

RSA numbers received widespread attention when a 129-digit number known as RSA-129
was used by R. Rivest, A. Shamir, and L. Adleman to publish one of the first public-key
messages together with a $100 reward for the message's decryption (Gardner 1977).
Despite widespread belief at the time that the message encoded by RSA-129 would take
millions of years to break, it was factored in 1994 using a distributed computation that
harnessed networked computers spread around the globe performing a multiple polynomial
quadratic sieve (Leutwyler 1994). The result of all the concentrated number crunching was
decryption of the encoded message to yield the profound plain-text message "The magic
words are squeamish ossifrage." (An ossifrage is a rare predatory vulture found in the
mountains of Europe.)

Factorization of RSA-129 followed earlier factorizations of RSA-100, RSA-110, and RSA-
120. The challenge numbers RSA-130, RSA-140, RSA-155, and RSA-160 were also
subsequently factored between 1996 and April of this year. (Amusingly, RSA-150
apparently remains unfactored following its withdrawal from the RSA Challenge list.
[However, see postscript.])

On December 2, Jens Franke circulated an email announcing factorization of the smallest
prize number RSA-576. The factorization was accomplished using a prime factorization
algorithm known as the general number field sieve. The two 87-digit factors found using
this sieve are

3980750 8642406493 7397125500 5503864911 9906436234 2526708406
3851895759 4638895726 1768583317

X
4727721 4610743530 2536223071 9730482246 3291469530 2097116459
8521711305 2071125636 3590397527

and can easily be multiplied to verify that they do indeed give the original number.

Franke's note detailed the factorization process in which "lattice" sieving was done by J.
Franke and T. Kleinjung using hardware at the Scientific Computing Institute and the Pure
Mathematics Institute at Bonn University, Max Planck Institute of Mathematics in Bonn,
and Experimental Mathematics Institute in Essen; and "line" sieving was done by P.
Montgomery and H. te Riele at CWI, F. Bahr and his family, and NFSNET (which at that
time consisted of D. Leclair, P. Leyland, and R. Wackerbarth). Post-processing of this data
to construct the actual factors was then done with the support of the BSI.

For their efforts, the team will receive a cash prize of $10,000 from RSA Security.
However, award seekers need not be deterred. As the following table shows, RSA-640 to
RSA-2048 remain open, carrying awards from $20,000 to $200,000 to whoever is clever
and persistent enough to track them down. A list of the open challenge numbers may be
downloaded from RSA or in the form of a Mathematica package from the MathWorld
package archive.

number |[digits prize factored
RSA-100 |[100 Apr. 1991

[RsA-110 [[110 || [apr. 1992 |
[RsA-120 [[120 | [pun. 1993 |
[RsA-129 [[129 | $100|[Apr. 1994

[RsA-130 [[130 || [Apr. 10, 1996
RSA-140 |[140 Feb. 2, 1999
RSA-150 ({150 withdrawn?||open [see postscript]
RSA-155 |[155 Aug. 22, 1999
RSA-160 [[160 Apr. 1, 2003
[RsA-576 [[174 || $10,000]Dec. 3, 2003 |
[RsA-640 [[193 ][ $20,000]open |
[RsA-704 |212 ][ $30,000][open |
[RsA-768 [[232 || $50,000][open

[RsA-896 [[270 ][ $75,000][open

RSA-1024/[309 $100,000][open

RSA-1536|(463 $150,000][open

RSA-2048|[617 $200,000/[open

Postscript added August 24, 2004:

RSA-150 was factored into two 75-digit primes by Aoki et al. in a preprint dated April 16,
2004.
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Contact | RSA Security Home | Search

RSA Laboratories
SECURITY"
Home: Cryptographic Challenges: The New RSA Factoring Challenge
RSA-640 is factored!
The factoring research team of F. Bahr, M. Boehm, J. Franke, T. Kleinjung
continued its productivity with a successful factorization of the challenge number
RSA-640, reported on November 2, 2005. The factors [verified by RSA
Laboratories] are:
16347336458092538484431338838650908598417836700330
92312181110852389333100104508151212118167511579
The New RSA Factoring and
Challenge
1900871281664822113126851573935413975471896789968
The RSA Challenge
Numbers 515493666638539088027103802104498957191261465571
Q;;Eﬁg;sﬁémg The effort took approximately 30 2.2GHz-Opteron-CPU years according to the
. . submitters, over five months of calendar time. (This is about half the effort for
Factorization Submission . X
Form RSA-200, the 663-bit number that the team factored in 2004.)
RSA-640 is factored!
Top of Page
RSA-200 is factored!
RSA-576 is factored!
RSA-160 is factored!
RSA-155 is factored!
RSA-140 is factored!
The RSA Laboratories
Secret-Key Challenge
DES Challenge IlI
Email to ¢
Print
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MathWorld Headline News
RSA-640 Factored

By Eric W. Weisstein

November 8, 2005--A team at the German Federal Agency for Information Technology
Security (BSI) recently announced the factorization of the 193-digit number

310 7418240490 0437213507 5003588856 7930037346 0228427275
4572016194 8823206440 5180815045 5634682967 1723286782
4379162728 3803341547 1073108501 9195485290 0733772482
2783525742 3864540146 9173660247 7652346609

known as RSA-640 (Franke 2005). The team responsible for this factorization is the same
one that previously factored the 174-digit number known as RSA-576 (MathWorld headline
news, December 5, 2003) and the 200-digit number known as RSA-200 (MathWorld
headline news, May 10, 2005).

RSA numbers are composite numbers having exactly two prime factors (i.e., so-called

semiprimes) that have been listed in the Factoring Challenge of RSA Security®.

While composite humbers are defined as numbers that can be written as a product of
smaller numbers known as factors (for example, 6 = 2 x 3 is composite with factors 2 and
3), prime numbers have no such decomposition (for example, 7 does not have any factors
other than 1 and itself). Prime factors therefore represent a fundamental (and unique)
decomposition of a given positive integer. RSA numbers are special types of composite
numbers particularly chosen to be difficult to factor, and they are identified by the number
of digits they contain.

While RSA-640 is a much smaller number than the 7,816,230-digit monster Mersenne
prime known as My, (which is the largest prime number known), its factorization is
significant because of the curious property that proving or disproving a number to be
prime ("primality testing") seems to be much easier than actually identifying the factors of
a number ("prime factorization"). Thus, while it is trivial to multiply two large numbers p
and g together, it can be extremely difficult to determine the factors if only their product
pg is given. With some ingenuity, this property can be used to create practical and efficient
encryption systems for electronic data.

RSA Laboratories sponsors the RSA Factoring Challenge to encourage research into
computational number theory and the practical difficulty of factoring large integers and
also because it can be helpful for users of the RSA encryption public-key cryptography
algorithm for choosing suitable key lengths for an appropriate level of security. A cash
prize is awarded to the first person to factor each challenge number.

RSA numbers were originally spaced at intervals of 10 decimal digits between one and five
hundred digits, and prizes were awarded according to a complicated formula. These
original numbers were named according to the number of decimal digits, so RSA-100 was
a hundred-digit number. As computers and algorithms became faster, the unfactored
challenge numbers were removed from the prize list and replaced with a set of numbers
with fixed cash prizes. At this point, the naming convention was also changed so that the
trailing number indicates the number of digits in the binary representation of the number.
Hence, RSA-640 has 640 binary digits, which translates to 193 digits in decimal.

While RSA-640 has slightly fewer digits than the previously factored RSA-200, its
factorization carries the additional benefit of a cash reward of $20,000 from RSA
Laboratories to the team responsible for this feat.

RSA numbers received widespread attention when a 129-digit number known as RSA-129
was used by R. Rivest, A. Shamir, and L. Adleman to publish one of the first public-key
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messages together with a $100 reward for the message's decryption (Gardner 1977).
Despite widespread belief at the time that the message encoded by RSA-129 would take
millions of years to break, it was factored in 1994 using a distributed computation that
harnessed networked computers spread around the globe performing a multiple polynomial
quadratic sieve (Leutwyler 1994). The result of all the concentrated number crunching was
decryption of the encoded message to yield the profound plain-text message "The magic
words are squeamish ossifrage." (An ossifrage is a rare predatory vulture found in the
mountains of Europe.)

Factorization of RSA-129 followed earlier factorizations of RSA-100, RSA-110, and RSA-
120. The challenge numbers RSA-130, RSA-140, RSA-150, RSA-155, RSA-160, RSA-200,
and RSA-576 were also subsequently factored between 1996 and May of 2005.

The factorization of the latest RSA number to fall involved "lattice" sieving done by J.
Franke and T. Kleinjung using hardware at the Scientific Computing Institute and the Pure
Mathematics Institute at Bonn University, Max Planck Institute of Mathematics in Bonn,
and Experimental Mathematics Institute in Essen. The factorization of RSA-640 was
accomplished using a prime factorization algorithm known as the general number field
sieve. Sieving was done on 80 2.2-GHz Opteron CPUs and took 3 months. The matrix step
was performed on a cluster of 80 2.2-GHz Opterons connected via a Gigabit network and
took about 1.5 months. The two 97-digit factors found using this sieve are

1634733 6458092538 4844313388 3865090859 8417836700 3309231218
1110852389 3331001045 0815121211 8167511579

X
1900871 2816648221 1312685157 3935413975 4718967899 6851549366
6638539088 0271038021 0449895719 1261465571

These numbers can easily be multiplied to verify that their product is indeed equal to the
original number.

As the following table shows, RSA-704 to RSA-2048 remain open, carrying awards from
$30,000 to $200,000 to whoever is clever and persistent enough to track them down. A
list of the open challenge numbers may be downloaded from RSA or in the form of a
Mathematica package from the MathWorld package archive.

|number ”digits“ prize || factored ‘
[RsA-100 [[100 || |[apr. 1991 |
[RsA-110 110 || [[apr. 1992 |
[RsA-120 [[120 || [pun. 1993 |
[RsA-129 [[129 | $100|[Apr. 1994
[RsA-130 [[130 || [Apr. 10, 1996
RSA-140 [[140 Feb. 2, 1999
RSA-150 [[150 Apr. 16, 2004
RSA-155 [[155 Aug. 22, 1999
[RsA-160 [[160 || [apr. 1, 2003 |
[RsA-200 |[200 || |May 9, 2005 |
[RSA-576 |[174 || $10,000][Dec. 3, 2003
[RsA-640 [[193 [ $20,000][Nov. 4, 2005
[RSA-704 [[212 || $30,000][open

RSA-768 [232 | $50,000][open

RSA-896 [270 | $75,000][open

RSA-1024][309
RSA-1536([463
RSA-2048|(617

$100,000|(open
$150,000|(open
|[$200,000][open
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LKongruenzen und Komplexitit
LArithmetische Progressionen

» Fiir c € Z, m € N>, beschreibt die Kongruenz x = ¢ mod m

die Menge

(c,my=c+m-Z={...,c—2m,c—m,c,c+m,c+2m,...}

(arithmetische Progression)

» Betrachten nun Systeme von Kongruenzen

x=cmodm ( < (c,m))
Ks | x=cmodm (< (c,m))

x=cx mod me (< (ck, mk) )

mit nicht notwendig teilerfremden Moduln m;,
M = kgV(my, my, ..., mg).

LKongruenzen und Komplexitdt

— Konsistenzproblem
Zum Konsistenzproblem (1):
» Aus dem Chinesischen Restesatz ergibt sich

KS ist losbar «<— ﬂ (ci,m;y £ 10

1<i<k

= () (c,mi) N[0, M) #0

1<i<k

=t () (c.m)n[o,M)

1<i<k

— Vi<icj<k 88T(mi, mj)|ci —

» Folglich ist das Konsistenzproblem effizient entscheidbar!

» Vorsicht! Es ist nicht sofort klar, dass man die Lésungen,
wenn sie existieren, auch effizient konstruieren kann!

=1

S

LKongruenzen und Komplexitit

L Arithmetische Progressionen

» Konsistenzproblem: ist KS in Z losbar,
d.h. gibt es eine ganze Zahl, die alle Kongruenzen erfiillt,
d.h. Ix € ZVi € [1..k] : x € (¢ci,m;) ?

m <Ci7mi> 7&@ ?

1<i<k

» Uberdeckungsproblem: iiberdeckt KS ganz Z,
d.h. erfiillt jede ganze Zahl mindestens eine Kongruenz,
dh. Vx e Z3ie[l..k] : x € (¢ci,m;) ?

U <C,',m,'> =77

1<i<k

LKongruenzen und Komplexitat

— Konsistenzproblem

Zum Konsistenzproblem (2)

» Man kann ein konsistentes Kongruenzsystem

x=cmodm ( < (c,m))
KS

x =cx mod me (< (ck, mk) )
effizient (ohne Primfaktorisierung!) in ein dquivalentes System

x=cymodm) (< (c,m]))
KS'

x=c¢,modm, ( < (c),m)))

mit teilerfremden Moduln mj, mj, ..., mj transformieren.



LKongruenzen und Komplexitit LKongruenzen und Komplexitit

LKonsis’tenzproblem LKonsistenzy;)roblem

. Zum Konsistenzproblem (4):
75 INSTEETHE 2125 () » Zwei niitzliche Funktionen:

» Die gesuchte Transformation KS — KS' ist einfach, wenn » Fiir (m,n) € N x N sei

man die Primfaktorisierung der Moduln kennt.
m=u-v

» Man kann immer eine “Quasi-Faktorisierung” der Moduln split1(m,n) = (u,v) mit { ggT(u,n) = 1

{my, my,...my} effizient konstruieren:

» Zu M = {my,my,...mc} C N>, kann man p|v=pl© (v Pzl

P = {m1,m2,...,m} C N>y konstruieren mit: split1 ist durch diese Forderungen eindeutig definiert!
— die 7; € P sind paarweise teilerfremd; » Fiir (m,n) € N x N sei
— jedes m; € M hat eine eindeutige Darstellung
ulm
(¥)  mp=mitmy?em v|n
split2(m, n) = (u,v) mit
mit o; € N. ggT(u,v) =1
» Die Elemente von P miissen keine Primzahlen sein! u- v =kgV(m,n)

» Sowohl die Konstruktion von P aus auch die Konstruktion der

Darstellungen () ist effizient! split2 ist durch diese Forderungen noch nicht eindeutig

definiert! Es wird eindeutig, wenn man noch verlangt, dass u
maximal und v minimal mit diesen Eigenschaften sind.

LKongruenzen und Komplexitdt LKongruenzen und Komplexitat
LKonsistenzplroblem LKonsistenzproblem
Zum Konsistenzproblem (5): Zum Konsistenzproblem (6):
» splitl und split2 lassen sich in Bezug auf die > Beispiele:

Primfaktorisi
(NS split1(15,28) = (15,1)  split2(15,28) = (15,28)

m= H p.  n= H pP split1(45,75) = (1,45) split2(45,75) = (9,25)
p prim p prim split1(36,14) = (9,4) split2(36,14) = (36,7)
einfach beschreiben: » Wichtig: split1(m, n) und split2(m, n) lassen sich effizient
> st spliti(m,n) = (u,v), so gilt berechnen, also ohne Riickgriff auf die Primfaktorisierungen der
Argumente, nur mit ggT und Division!
u= H p*r, v= H per. » Ein konsistentes Kongruenzsystem
ppﬂ'r;m ppp\r;m x=amod m,x = bmodn
» Ist split2(m, n) = (u, v), so gilt mit split2(m, n) = (u, v) ist dquivalent zu
— o — 8 x =amod u,x = bmod v.
u= I p™ v= ] p* )
p prim p prim . . . . . .
Bp<ap Bp>ap » Die allgemeine Aussage von (2) lasst sich mit Hilfe von (3) analog

zum Fall k = 2 behandeln.



LKongruenzen und Komplexitit
L Uberdeckungsproblem

Zum Uberdeckungsproblem (1):

» Aus dem Chinesischen Restesatz ergibt sich

KS iiberdeckt Z <= | ] (ci,m;) =Z
1<i<k
= () (ci,mi) 2[0, M)
1<i<k

» Dieses Problem ist co-NP-vollstandig!
Es ist unter dem Namen SIMULTANEUOS INCONGRUENCES
(SI) bekannt (STOCKMEYER, MEYER 1973; GAREY,
JOHNSON 1979).

LKongruenzen und Komplexitdt

L Uberdeckungsproblem

Zum Uberdeckungsproblem (2):

» p1,P2,...,Ppn : die ersten n Primzahlen
(pr=2,p2=3,p3=5,...),
Pn=p1p2---pn.

> Zue= (e, e,...,e,) € B" sei x® die eindeutig bestimmte
Losung des Kongruenzsystems

xzelmodpl
X = e mod p»
X = e, mod p,

mit 0 < x < P,.

LKongruenzen und Komplexitit
L Uberdeckungsproblem

Zum Uberdeckungsproblem (2):

» Ziel: Reduktion 3-SAT — SI
> Yo =1{y1,¥2,---,¥a} : boolesche Variable

» YUY = {_)/1,}/2, oo 7yn} U {K7E7 KR aﬁ} . Literale
» 3-Klauseln: Disjunktionen von 3 Literalen

C=X;V AV A,

wobei l <a<b<c<nmit)\ €{y,yi} (1 <i<n).
» AL-Formeln in 3-CNF: Konjunktionen von 3-Klauseln:

F=GANGAN...NCyp

wobei G; = M, VM VM, (1<j<m).

» 3-SAT : Erfullbarkeit von AL-Formeln F in CNF mit 3
Literalen pro Klausel

» Theorem von COOK: 3-SAT ist ein NP-vollstdndiges Problem.

LKongruenzen und Komplexitat

L Uberdeckungsproblem

Zum Uberdeckungsproblem (3):

» Eine Zahl x mit 0 < x < P, ist numerische Codierung einer
Bewertung, d.h. x = x® fiir ein e € B", genau dann, wenn

x #Z2 mod 3

x #%2,3,4 mod 5
(5n) .

x#2,3,...,pn— 1 mod p,
» Beispiel n = 3:

e[000 100 010 001 110 101 011 111
x| 0 15 10 6 25 21 16 1




LKongruenzen und Komplexitit
L Uberdeckungsproblem

Zum Uberdeckungsproblem (4):
» Fiir jedes 1 </ < n sei

[yi] : x =0 mod p;,

[vi] : x =1 mod p;

» Zu jeder Klausel C = A,V A\p V A sei xC e [0.. papppc) die

eindeutig bestimmte simultane Losung von

[Aa], [As], [Ad]
» Fiir alle e € B"” und alle Klauseln C; gilt:

e F G=XNVX VN < x®#x5%mod p.pjp

LKongruenzen und Komplexitit
L Uberdeckungsproblem

Zum Uberdeckungsproblem (5):

» Beispiel:
0 mod 2
C=nVypVys < x°© 1mod3 < x¢=16
1 mod5

LKongruenzen und Komplexitdt

" Uberdeckungsproblem

Zum Uberdeckungsproblem (6):
Beispiel einer erfiillbaren Formel F = GG A G A--- A Cg -

CG: MVBVY
G: iVyaVys
G: V2V
G: viVyVys
G: nVyVy
G: nVysVy
G: ViV
G: y2Vy3Vy

11111111

Bewertungen als Zahlen mod 210:

0000 1000 0100 1100

x& =1 mod 30
x© = 25 mod 30
x©& =28 mod 42
x% = 15 mod 42
x% =1 mod 42
x% =50 mod 70
x& =36 mod 70
x% =0 mod 105

0010 1010 0110 1110

e
x© 0 105 70 175

126 21 196 91

e | 0001 1001 0101 1101

0011 1011 0111 1111

x| 120 15 190 85

(v1, Y2, y3, ya) = 1010 erfiillt F: 21 ist

36 141 106 1

£1,25 mod 30,1, 15,28 mod 42, 2 50, 36 mod 70, 0 mod 105

» Fiir alle e € B"” und alle Formeln F = CG3 A ... A G, gilt:

eFF «—

x® #x mod p3pyp;
(TF)
x® #xCm mod pJpf'pl

» Fiir alle Formeln F = G A ... A Gy, gilt:

F ist erfullbar

< deecB":x®*F(TF)
<= Jo<x<p, : X E(Sp) und (TF)

» Bekannte Aussagen iiber die Grésse von p, und Effizienz der
Losbarkeit von Kongruenzsystemen (Konstruktion der x%)
zeigen, dass dies eine polynomielle Reduktion ist.

LKongruenzen und Komplexitat

L Uberdeckungsproblem

Zum Uberdeckungsproblem (7):
Beispiel einer unerfiillbaren Formel F = GAGA--- A Cg :

G: iVy2Vys «
G: 1VyeVy <
G: nVnVy <
CG: iVyVys <
G: y1VysVys «
CG: y1VysVyr «
G: »pVyVy <
G: »VnVy <
0000 G < 0=0mod 105
1000 ¥ (G «< 105 = 0 mod 105
0100 G « 70 =28 mod 42
1100 G < 175 = 25 mod 30
0010 G « 126 =21 mod 105
1010 ¥ CGg «< 21 =21 mod 105
0110 G « 196 = 28 mod 42
1110¥ ¢ < 91 =1 mod 30

x& =1 mod 30
x© = 25 mod 30
x© = 28 mod 42
x% =15 mod 42
x% =50 mod 70
x% = 36 mod 70
x% =0 mod 105
x% = 21 mod 105

0001 ¥ G5 <+ 120 =50 mod 70
1001 ¥ G4 <« 15 =15 mod 42
0101 ¥ G <« 190 =50 mod 70
1101 ¥ & « 85 =25 mod 30
0011¥ G «+ 36=36mod 70
1011 ¥ G «+ 141 =15 mod 42
0111 ¥ G <« 106 =36 mod 70
11112 ¢, < 1=1mod30



Drei Anwendungen der schnellen Exponentiation

e Schnelle Exponentiation berechnet fiir ganze Zahlen a, e, n
mitn > 2,e > 0,0 < a < n die Abbildung

(a,e,n) — a® (mod n)

mit einem Aufwand von O ((Ige)(lgn)?) bit-Operationen.
Die Umkehrabbildung

(n,a,a® (mod n)) — e
bezeichnet man als diskreten Logarithmus.
e Das key-exchange-Schema von DIFFIE-HELLMAN

— A und B verstandigen sich offentlich iiber

% eine sehr grosse (Prim-)Zahl p
x eine Zahl bmit 2 < b < p

— A wahlt eine sehr grosse Zahl m
B wéhlt eine sehr grosse Zahl n

— A berechnet ™ (mod p) und schickt dies an B
B berechnet 4" (mod p) und schickt dies an A

— A berechnet (0" (mod p))™ (mod p) = b™" (mod p)
B berechnet (0™ (mod p))" (mod p) = ™" (mod p)

— A und B verfiigen jetzt gemeinsam iiber die private
Information (den “Schliissel”) ™" (mod p)

— Ein Gegner miisste, um diesen Schliissel zu berechnen,
m oder n kennen, also z.B.

(p,0,0™ (mod p)) = m

(schnell) berechnen kénnen — und dies ist ein Fall des
“diskreten Logarithmus”

1

e Das Kryptosystem von SHAMIR

— A und B verstandigen sich offentlich iiber eine sehr
grosse Primzahl p

— A will eine Nachricht M mit 1 < M < p an B
schicken, die geheim bleiben soll

— A wihlt (privat) eine Zahl 1 < @ < p — 1 mit
ggT(a,p — 1) = 1 und berechnet o’ mit a - a’ = 1
(mod p — 1)
B wihlt (privat) eine Zahl 1 < b < p — 1 mit
ggT(b,p — 1) = 1 und berechnet ' mit b - b = 1
(mod p — 1)

— Der Nachrichtenaustausch geht so vor sich:
1. A schickt an B : C':= M* (mod p)
2. B schickt an A : D := C® (mod p)
3. A schickt an B : E := D (mod p)

— B berechnet nun : F := E¥ (mod p)
— Es gilt nun F' = M, denn es ist

/

! 111 I/ I/ ! bb
F:Eb :Dab :Cbab :Mabab — <Maa) (modp)

und die Behauptung folgt aus dem Satz von EULER-
FERMAT, denn

a-d=1 (mod ¢(p)) und b-4' =1 (mod ¢(p))

— Um M zu ermitteln, miisste ein Gegner diskrete Lo-
garithmen (schnell) berechnen konnen.

Bemerkung: “sehr gross” bedeutet fiir praktische Zwecke in diesem Kontext
bspw. 1020



e Das public-key Kryptosystem von ELGAMAL

— Alle Teilnehmer an dem System versténdigen sich 6ffent-
lich auf eine gemeinsam zu benutzende grosse Primzahl
p und eine Primitivwurzel modulo p, also eine Zahl g
mit 1 < g < p derart, dass jede Zahl a mit 1 < a < p
auf genau eine Weise als a = ¢ mit 0 < e < p—1
geschrieben werden kann. Anders gesagt: g ist ein er-
zeugendes Element der zyklischen Gruppe U,,.

— Jeder Teilnehmer A an dem System wéhlt eine Zahl
ramit 1 < x4 <p—1 als privaten Schliissel

— Jeder Teilnehmer berechnet y4 := ¢*4 (mod p) und
gibt diese Zahl als seinen dffentlichen Schliissel be-
kannt

— Wenn Teilnehmer A an Teilnehmer B eine geheimzu-
haltende Nachricht schicken will, geht er so vor
1. A wihlt eine (zufillige) Zahl k mit 1 <k < p
2. A berechnet den “Schliissel” K := y% (mod p)
3. A schickt an B das Paar (Cy, C3) von Zahlen mit

Ci=g¢" (modp) und Cy=K-M (mod p)
— Empfénger B geht folgendermassen vor
1. B berechnet K mittels
K =yp=g¢"" = (¢")" = ¥ (mod p)

2. B ermittelt M durch Division (modulo P) von Cj
durch K

— Auch die Sicherheit dieses Systems beruht auf der (ver-
muteten) Schwierigkeit, diskrete Logarithmen zu be-
rechnen.



Zur Komplexitat des Decodierens linearer Codes

Zur Komplexitat des Decodierens linearer Codes
®0000

> A€ B™ sei (t x s)-Matrix ber dem booleschen Ring B.
In der Arbeit > A c BtsH1)xs(t+1)+t oo gegeben durch
» E. BERLEKAMP, R. McCELIECE, H. VAN TILBORG, ~ _

On the inherent intractability of certain coding problems,

IEEE Transactions on Information Theory 24:384-386,1978. _
A Es | Estyt

zeigen die Autoren, dass gewisse Anforderungen, die bei der
Decodierung linearer Codes ganz natiirlich auftreten, leider
Inkarnationen von NP-vollstandigen Problemen sind, L ]

wobei E; die (s x s)-Einheitsmatrix ist.

Zur Komplexitit des Decodierens linearer Codes

Zur Komplexitit des Decodierens linearer Codes
00000

O®000

> Beweis: Ist v € Bs(t+1)+t Spaltenvektor der Lange s(t + 1)+t

» Fir 0 < k <s(t+ 1)+ t seien g, r durch die und schreibt man

Divisionseigenschaft von Z: v
v= || mit v/ € B°, v’ € B,

"

k=qg-(t+1)+r mit 0<g<s50<r<t

o o so gilt

» Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent: AV
1. Ju € B® mit [[ul| = q,[|A-ul| =r. - v/ Y
2. 3v e BSHDH mit ||v]| = k, ||A - v|| = 0. Av=1 | DV



Zur Komplexitat des Decodierens linearer Codes
(e]e]e] o]

1. = 2. Existiert ein u wie angegeben, so setzt man

u
A-u A-u
u
1
v=| u | eBEDH gh =y v = :
y u

und erhalt nach obiger Bemerkung

A-u A-u

Ausserdem gilt

]l = lA - ul + (t + 1) ||ul] = k.

Drei NP-vollstidndige Probleme

» 3-DIM MATCHING (3DM)

» Instanzen: Eine Menge T und eine Menge von Tripeln
SCTXTXTmits=45>4T =t

» Frage: Gibt es M C S mit M = t, wobei sich je zwei
verschiedene Tripel aus M in allen drei Komponenten
unterscheiden sollen.

Anders gesagt: projiziert man die Tripel aus M auf ihre drei
Komponenten, so tritt jedes Element von T in jeder der drei
Komponentnen genau einmal auf.

» Kommentar: (3DM) ist ein wohlbekanntes N/P-vollstandiges
Problem. GAREY,JOHNSON Computers and Intractability,
Freeman 1979, oder PAPADIMITRIOU, Computational
Complexity, Addison-Wesley 1994.

Zur Komplexitit des Decodierens linearer Codes
(e]e]e]e] )

2. = 1. Existiert ein v wie angegeben, so folgt aus

AV AV
- v/ v/
0=A-v= ®v”, dass v’ = _
v/ v.’
Somit ist ||v"|| = [|[A- V|| + t - ||V/|| und daher

k=vll = IVII+ IVl = (£ + 1) - VI + A V]l

Wegen 0 < A- v’ < t und der Divisionsbeziehung zwischen
k,t,q und r folgt ||v'|| = g und ||A-V/| =r.

Drei NP-vollstdndige Probleme

> Beispiel mit T ={1,2,3,4}
» S= {(17 27 2)7 (27 4, 3)7 (3) 17 4)7 (37 3a 4’)7 (47 1’ 2)7 (47 37 1)}
hat das Matching

M =1{(1,2,2),(2,4,3),(3,1,4),(4,3,1)}.

» S= {(17 37 1)7 (1, 47 2)’ (27 17 4)7 (27 37 3)7 (37 47 4): (47 2: 3)}
hat kein Matching!



Drei NP-vollsténdige Probleme Drei NP-vollsténdige Probleme

» LINEAR DEcoDING (LD)

> Instanzen: Matrix H € B*'t, Vektor s € B°, Zahl w € N.

» Frage: Gibt es einen Vektor x € B mit H-x = s und mit
x| < w?

» Kommentar: Der Vektor s spielt die Rolle des Syndroms beim
Decodieren linearer Codes. Dabei sucht man unter allen
Vektoren, die dasselbe Syndrom s liefern einen Vektor mit
minimalem Gewicht: dies ist im Sinne der iiblichen
maximume-likelihood-Decodierung der wahrscheinlichste
Fehlervektor. Kann man LD effizient 16sen, so kann man durch
systematisches Probieren mit w = 1,2, ... auch den
Fehlervektor von minimalem Gewicht finden, also das
Decodierungsproblem fiir lineare Codes Idsen.

» Exact MiNIMUM DISTANCE (EMD)

» Instanzen: Matrix H € B%t, Zahl w € N.

» Frage: Gibt es einen Vektor x € Bt mit H-x = 0 € B® und
x| = w?

» Fiir einen linearen Code, gegeben durch die Kontrollmatrix H
ist die Minimaldistanz das minimale Gewicht der vom
Nullvektor verschiedenen Codevektoren. Gefragt wird hier, ob
es einen Codevektor vom Gewicht w in dem durch H
definierten Code gibt.

» Kommentar:Es ist (scheinbar) nicht bekannt, ob das analoge
Problem, aber mit der Anforderung ||x|| < w, N'P-vollstindig
ist.

Drei NP-vollstidndige Probleme Drei NP-vollstdndige Probleme

v

(T,S) sei Instanz von 3DM mit T ={1,2,...,t}.

Zuordnung

v

T>a—¢€,cBt

(als Spaltenvektor geschrieben)
» Offensichtlich: 3DM, LD, EMD € NP

» Zuordnung
» Zeigen: 3DM <, LD und 3DM <, LD
» Damit sind auch LD und EMD ANP-vollstindig. a1
amit sind auc un vollstandig T TxToax (a1, 3) > d= |8, c Bt
» Zuordnung

S={ab,...,2Y CTxTxT »As=3 b ... Z]GIB3tXS



Drei NP-vollsténdige Probleme

» Ubersetzung der Beispiele in Matrizenschreibweise
» S= {(1, 27 2), (27 4'7 3)7 (37 1, 4)7 (37 37 4)7 (47 17 2)7 (47 37 1)}
M={(1,2,2),(2,4,3),(3,1,4),(4,3,1)}

100000 1
010000 1
001100 1
000 011 (%] 1
001010 X0 1
100000 X3 1
As=10 0 0 1 0 1 AS'X4—1
010000 X5 1
0000 O0°1 X6 1
1 00010 - 1
010000 1
0 01 1 0 0 1]

Losung x mit [|x|| <4:[1 1 1 0 1 O]t.

Drei NP-vollstidndige Probleme
» Reduktion 3DM <, LD
(T,S) — (As,1,1)

Das Tripelsystem (T, S) enthélt genau ein Matching M, wenn
Instanz (As, 1, t) von LD eine Lésung hat, wobei 1 € B3t der
Spaltenvektor mit len in allen Komponenten ist,

» Reduktion 3DM <, EMD
Dies geht ganz analog, wobei statt As die Matrix

A\; c B3t(s+1)x3t(s+1)+s

verwendet wird, Obige Uberlegung zu booleschen Matrizen
mit (t, g, r) = (3t, t,3t), also mit Zielvektor x vom Gewicht
k = t(3t+ 1) + 3t = 3t2 + 4t zeigt, dass

(T,S) — (As,3t2 + 4t)

die gesuchte Reduktion leistet,

Drei NP-vollsténdige Probleme

» $=1{(1,3,1),(1,4,2),(2,1,4),(2,3,3),(3,4,4),(4,2,3) }

O OO R OHHOOOOOoO -

OO HORFrROOOOOOoO -

HOOOOOOHrHrOOH+rHOo

O OO0OOHrHrOOOOHHOo

0 0 1
0 0 1
1 0 1
0 1 _Xl_ 1
0 0 X2 1
0 1 X3 1
00 As el = 11
1 0 X5 1
0 0 X6 1
00 - 1
0 1 1
1 0] 1]

hat keine Lésung x € B® mit ||x|| < 4.



LKryptographie und Codierungstheorie: das public-key Kryptosystem von McCELIECE

Ausgangspunkt:

» NP-vollstindige Probleme zur Konstruktion von
trapdoor-Funktionen verwenden!

» Das (Syndrom-)Decodierungsproblem fiir lineare Codes ist
NP-vollstandig — also mutmasslich hoffnungslos schwierig!

» Man kennt grosse Klassen von linearen Codes (BCH-Codes,
Goppa-Codes), fiir die es effiziente Decodieralgorithmen gibt!
Vorsicht! Andere Kryptosysteme auf der Basis von NP-vollstandigen

Problemen haben sich als nicht sicher erwiesen, so das auf dem
Knapsack-Problem basierende System von MERKLE und HELLMAN.

LKryptographie und Codierungstheorie: das public-key Kryptosystem von MCELIECE

Realisierung (setup):
» Bob

» wahlt einen t-Fehler korrigierenden linearen [n, k]-Code C mit
effizienter Decodierung — z.B. GoPPA-Code mit Parametern

n=2"k=n—m-t,d>2t+1,
realistischerweiseweise etwa (MCELIECE)
m =10, n = 20 = 1024, t = 50, k = 524.

G € B¥*" sei Generatormatrix fiir diesen Code.
NB: es gibt viele GopPpA-Codes mit diesen Parametern!

» wihlt ferner eine invertierbare Matrix (“scrambler’) S € B<*k
und eine Permutationsmatrix P € B"*".

» berechnet G =5 G- P und gibt diese Matrix als &ffentlichen
Schliissel bekannt.

LKryptographie und Codierungstheorie: das public-key Kryptosystem von MCELIECE

Szenario:

» Teilnehmer Bob wahlt — privat — einen t-Fehler korrigierenden
linearen Code C, fiir den es einen effizienten
Decodieralgorithmus gibt.

» Bob “verdreht" (scramble) diesen Code C mit einer nur ihm
bekannten reversiblen Transformationen T zu einem linearen
Code C = T(C) mit mutmasslich NP-harter Decodierung,
dessen Daten (Generatormatrix G) er offentlich bekannt gibt.

» Alice codiert Nachrichten fiir Bob mittels G und zufillig
gewdhltem Fehlervektor mit Gewicht < t.

» Bob rekonstruiert Nachricht mittels effizienter Decodierung
fur C.

» Eve miisste das NP-harte Decodierungsproblem fiir C l5sen,
um Nachricht zu erfahren!

LKryptographie und Codierungstheorie: das public-key Kryptosystem von MCELIECE

Beachte:

» Die Matrix G =S - G - P ist Generatormatrix eines linearen
Codes C
» mit den gleichen Parametern [n, k, d] wie C
» ohne (fiir Angreifer) erkennbare Struktur:
fiir C kommt nur Syndrom-Decodierung in Frage
— und dies ist ein NP-vollstandiges Problem!



LKryptographie und Codierungstheorie: das public-key Kryptosystem von MCELIECE LKryptographie und Codierungstheorie: das public-key Kryptosystem von MCELIECE

Realisierung (Ubertragung)

» Alice will a € B¥ sicher zu Bob iibertragen. Sie Realisierung (Angriff)
» wiahlt zufillig einen Vektor f € B” mit [/f|| < t. » Eve
> berechnet b— C o f » steht vor dem Problem, aus Kenntnis von b und G die
=a urspriingliche Nachricht a zu berechnen, wobei nur
und iibertragt b zu Bob. d(a- G,b) <t bekannt ist: B
» Bob — das ist das Decodierungsproblem fiir den Code C!
» mit den Beispieldaten von oben:
» berechnet

— o _1: o o o -1
y=b-Pl=a.SGaof P

50
x 4 Z (10524> —3.362...-10%

» beachtet x- G € C und ||z|| = ||f|| < t und kann aus y effizient St
x - G € C berechnen (Decodierungsalgorithmus fiir C !1)
— und somit auch x.

» berechnet a=x-S71

LKryptographie und Codierungstheorie: das public-key Kryptosystem von MCELIECE LKryptographie und Codierungstheorie: das public-key Kryptosystem von MCELIECE

Beispiel: C = der [7,4]-HAMMING-Code (systematische Form) 0011010
c_|to010011
1000110 “ 1100010
e |V L O C 1 0L 1010100
0010011
0001111
a=[10 1 1]
[0 0 1 0 0 0 0] f=[0 100 0 0 0
1000000 .
1001 b=a-Gof=[0 0011 0 0
L 10 1 0000100
S= P=10000010 y=b-P'=[0 0100 0 1]
0101
0000001 x-G=1[0010 0 1 1]
1110
0100000 @ a6
0001000 x= | ]

a=x-S'=[10 1 1]



LKryptographie und Codierungstheorie: das public-key Kryptosystem von McCELIECE

Kommentare:

» Dieses von R.J. MCELIECE vorgeschlagene Kryptosystem
gilt als sicher (unter der Annahme P # NP natiirlich).

» Nachteile:
» Die &ffentlichen Schliissel G sind sehr gross!
» Verschliisselte Nachrichten sind deutlich langer als der zu
verschliisselnde Text.
» Verschliisselung und Entschliisselung sind nicht vertauschbar!
Das System ist (in dieser Form) fiir Authentifizierung und
Signaturen nicht geeignet.

» Literatur:
» R.J. Mc ELIECE: A public-key cryptosystem based on
algebraic coding theory, TR Jet Propulsion Labs (1978).
» F. CHABAUD: On the security of some crypotsystems based
on algebraic codes EURORYPT '94.
» W. TAPPE, L. WASHINGTON: Introduction to Cryptography
with Coding Theory, 2nd. ed., Pearson, 2006.



L Schnelle Fourier-Transformation (FFT) L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Fourier-Transformation Klassisch

Fourier-Transformation klassisch (z.B. Signalverarbeitung):

» FOURIERSs ldee: Darstellung von (periodischen) Funktionen
als Uberlagerung von einfachen periodischen Schwingungen
verschiedener Frequenz und Intensitat

» Dualitdt: Schwingungsphinomene (Wellenausbreitung) lassen
sich darstellen sowohl im “Ortsbereich” als auch im
“Frequenzbereich”

» Fourier-Transformation: Ubergang von einer
Funktionsdarstellung im Ortsbereich zu einer Darstellung im
Frequenzbereich (und umgekehrt)

» Wichtige Anwendung: Filterung

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT) LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
Fourier-Transformation klassisch \—Fourier—Transformation klassisch

» Fouriertransformation

Ff(x) o F(s) = / F(x) e=25%dx = F[f] () > Faltung
| (0. 800) — (Fo )0 = [ 1(0)-glx— y) oy
» Riicktransformation —00
Fine : F(s) = f(x) = /oo F(s) 2T SX s — F, [F] (x) Faltungsoperationen verwendet man, um Merkmale der einer
—o0 gegebenen Funktion f mittels geeigneter “Test”-Funktionen g
zu erkennen und zu bewerten.
» inverse Beziehung — spektrale Zerlegung > Faltungstheorem
oo o
—27i-s- 27mi-s-x

F(x) = Fame [FIF1] () = /_OO [/OO Fy) e 27 =Y dy| e2mds Flf®gl(s) = FIf(s)- Flel (5)

Die Funktion x — f(x) ist dargestellt als Uberlagerung Konsequenz: die Faltung im “Ortsbereich” kann auch im

(Linearkombination) der periodischen Funktionen “Frequenzbereich” durchgefiihrt werden.

(“harmonischen Schwingungen”) x — €2™"SX mit Frequenz
27s. Das innere Integral ist deren “Intensitat”.
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L Fourier-Transformation klassisch

Beweis des Faltungstheorems

Firoa =7 |[ ) ex-n e
= /_Z U_Z f(y)-g(x—y) dy] e ™ X dx
— [ | [ el peerad oy

I | |
:/ f(y) / g(z) e—27ﬂ~s-ze—27rl~s~y d2:| dy

— / f(}/) / g(z) e—27ri~s~z dZ:| e—27Ti-s-y dy

—00 —0o0

= Ff1(s) - Flgl (s)

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
l

— Fourier-Transformation klassisch

» typische Anwendung des Faltungstheorems

Faltung im punktweise Multiplikation
Ortsbereich im Frequenzbereich
Fio (f(x),8(x) —r (F[f](s). Fg](s))

Finv . (f®g)(x)  Finy

L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Fourier-Transformation Klassisch

» Schema des Faltungstheorems

Faltung im punktweise Multiplikation
Ortsbereich im Frequenzbereich
Fio o (f(x),e(x)) —r (F[f1(s), Fg](s))

l® L
F: (fog)x) —r.  Ffl(s) - Flegls)

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)

— Darstellungen von Polynomen

» Analogie: Darstellung von Polynomen
» K[X] : Ring der Polynome in einer Variablen X und mit
Koeffizienten im Korper K
> (ibliche Koeffizienten-Darstellung

n
a(X):ZaiXi S <30,31732,...,3n_1,3n> GK’H’l
i=0

» K[X]<n : Vektorraum der Polynome vom Grad < n
hat als Standardbasis die n + 1 Polynome X' (0 < i < n)

» algebraische Sicht: (ag, a1, a2,...,an-1, an) ist die Darstellung
von a(X) beziiglich der Standardbasis

» der Vektorraum K[X]<, hat noch viele andere (und niitzliche!)
Basen
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LDarstellungen von Polynomen

» Auswertung von Polynomen an einer Stelle y € K:

L, : K[X]<n — K:
aX)—aly)=any"+ap1y" 4+ +ary+ao
(...(any +an-1)y+---+a1)y+ao

n—1

» praktisches Verfahren: Horner-Schema (optimal!)
bendtigt n Multiplikationen und n Additionen in K

» algebraisch: die Auswertungsabbildung L, an der Stelle y € K
ist ein Ring-Homomorphismus (Vertraglichkeit mit Addition
und Multiplikation)

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L

Darstellungen von Polynomen

» Rekonstruktion durch Interpolation
ein Polynom n-ten Grades a(X) = Y7 a; X' ist
durch seine Werte a(y;) (0 < i < n) an n+ 1 verschiedenen
Stellen y = (o, ¥1, Y2, - - -, ¥n) €indeutig bestimmt
[Bem.: dies gilt tiber einem Korper mit mindestens n+ 1 Elementen]
denn das lineare Gleichungssystem mit Vandermonde-Matrix

1 yo 8 .. W a0 a(yo)
L yi yf oo | || |aln)
1 y, y,% ceoyh an a(yn)

Vn(}/07)/1> < ;yn)

hat eine eindeutig bestimmte Lésung wegen

det Vn(.y07yla"'7yn): H (yJ_yl)#O

0<i<j<n

L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
LDarstellungen von Polynomen

» simultane Auswertung an mehreren (verschiedenen) Stellen
y= ()/07)/1,)/27 .. 7}/n) c Kn+1

Ly : K[X]<p — K"
a(X) = (Ly(a(X)), Ly (a(X)), Ly, (a(X)), - -
= (a(y0), aly1); a(y2), - -, a(yn))
» praktisches Verfahren: (n 4 1)-mal Horner-Schema

bendtigt n(n+ 1) Multiplikationen und n(n+ 1) Additionen in
K (das ist nicht notwendig optimall)

Ly,(a(X)))

> algebraisch: die Auswertungsabbildung Ly an den Stellen
y = (Y0, Y1, Y2, .-, ¥n) € K™ ist ein Ring-Homomorphismus
(Vertraglichkeit mit Addition und Multiplikation)

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
L

Darstellungen von Polynomen

» Losung des Gleichungssystems mittels Gauss-Elimination
erfordert O(n%) Operationen in K

» Effizienter: Interpolationsformel von Lagrange
mit O(n?) Operationen

a(X) = Z a(y;) - ei(X)

i=0
wobei
HJ?é’ ( ) .
ogj<n\ A 7Y 1 fallsi=j
ei(X) = =i dh. e(y) = =J
[To<j<n(vi — i) 0 fallsi#

» Die Polynome ¢;(X) (0 < i < n) sind linear unabhingig und
bilden eine Basis des Vektorraums K[X]<p.
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LDarstellungen von Polynomen

» schematisch

Ly=Auswert.
_—

<307 ar, ..., dn-1, a,,) <a(y0)7 a(yl)v 0oog a(yn—l)a a(yn)>

=il
Ly "=Interpol.

» Folgerung: Ly ist ein Isomorphismus von Vektorraumen

KX]l<n ~ KxKx-.-xK

n+1 Faktoren

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)

L Modulare Arithmetik fiir Polynome

Reminiszenz: Chinesischer Restesatz, modulare Arithmetik

» Die Beziehung
Auswertung < Interpolation
fiir Polynome erinnert nicht zuféllig an den Chinesischen
Restesatz fiir ganze Zahlen — es ist eine vollig analoge
Situation im Bereich der Polynome

» Fiir Polynome iiber einem Kérper K gilt die Divisioneigenschaft
a(X) = b(X) - q(X) + r(X)

wobei r(X) = 0 oder deg r(X) < deg b(X).
» Man schreibt:

r(X) = a(X) mod b(X) und b(X)|a(X), falls r(X)=0

> Grosste gemeinsame Teiler, Eindeutigkeit der “Prim-Zerlegung
(“irreduzible” Polynome) funktionieren analog zu Z.

L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
LDarstellungen von Polynomen

» Fiir ein Objekt “Polynom vom Grad < n" sind
» Koeffizientendarstellung

<307 d1,...,dn—-1, an)

» Wertedarstellung

<a(.y0)a 3()’1), ey 3(Vn—1)7 3()/n)>
Darstellungen in verschiedenen Basen des VR K[X]<,.

» Die Transformationen zwischen diesen Basen heissen
“Auswertung” und “Interpolation”.

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
l

— Modulare Arithmetik fiir Polynome

v

Algebraisch formuliert: K[X] ist ein “euklidischer Ring".

v

Insbesondere: es gibt im Ring K[X] einen euklidischen
Algorithmus zur Berechnung grosster gemeinsamer Teiler

v

Alle Folgerungen (z.B. Bézout-Beziehung) ergeben sich daraus
exakt wie im Falle des Ringes Z.

\4

Der euklidische Algorithmus fiir Polynome ist der Algorithmus
der Polynomarithmethik schlechthin — auch fiir viele
Anwendungen (z.B. effiziente Decodierverfahren fiir
fehlerkorrigierende “zyklische” Codes)

Wenn Sie mehr wissen wollen: besuchen Sie meine
Vorlesungen iiber “Computeralgebra”!

v
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Ll\/lodulare Arithmetik fiir Polynome

» Spezialfall der Polynomdivision: Auswertung

» Auswertung eines Polynoms a(X) an einer Stelle y ist
gleichbedeutend mit Division von a(X) durch b(X) = X — y:

a(X) = (X —y)-q(X) +aly)

d.h.
a(X) mod (X —y) = a(y)

» Es gilt also

L, : K[X]<h =K : a(X)+— a(y) = a(X) mod (X — y)

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)

L Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Ein “Chinesischer Restesatz” fiir simultane Kongruenzen von
Polynomen gilt vollig analog zum Fall fiir ganze Zahlen:

» Sind a(X), b(X) teilerfremde Polynome, so gilt
K[X]/(a(X) - b(X)) ~ K[X]/(a(X)) x K/(b(X))

(Isomorphismus von Ringen)
> Die algorithmische Realisierung des Isomorphismus geschieht
wieder

— Auswertung: mittels Polynomdivision
— Interpolation: mittels euklidischem Algorithmus fiir Polynome

» Entsprechend kann man die Aussage im Fall mehrer zueinander
teilerfremder Polynome formulieren.

L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Konstruktion von “Faktorringen” des Polynomringes

» Ansatz identisch zum Fall Z — Z, : a+ a rpod n
» Jedes Polynom b(X) € K[X] definiert eine Aquivalenzrelation
(sogar ‘Kongruenz")

F(X) ~bx) 8(X) = bX)[F(X) — g(X)

» Ist der Grad deg b(X) = n, so kann man K[X]., mit einer
Multiplikation versehen

(F(X), &(X)) = (f *p(x) 8)(X) = £(X) - g(X) mod b(X)

> Mit s#,(x) und der iiblichen Addition wird K[X]., zu einem
Ring: K[X]/(b(X))

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
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— Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Chinesischer Restesatz fiir Produkte von linearen Polynomen

» Sind yo, y1,...,Yn € K verschiedene Elemente,
so sind die Polynome X — yg, X — y1,..., X — vy, paarweise
teilerfremd. Daher:

KIX]/TT(X = i) = KIX]/(X = yo) x -+ x K[X]/(X = yn)
=0 ~K ~ K

-~ -~

K[X]<n K™

als Isomorphismus von Ringen, der realisiert wird durch die
simultane Auswertungsabbildung Ly mit'y = (yo,¥1,---,¥n).
» Diskrete Fouriertransformation ist ein Spezialfall hiervon!
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Ll\/lodulare Arithmetik fiir Polynome

» Polynommultiplikation mittels Auswertung und Interpolation
» Gegeben Polynome a(X), b(X) € K[X]<, in
Koeffizientendarstellung

n—1 n—1
aX)=>Y aX bX)=> bX
i=0 i=0

» Berechne die Koeffizientendarstellung des Produkts

2n—1

a(X) - b(X) = ¢(X) = Z G X'

c,-:Zaj'b,-_j (OSI§2I‘)*1)
Jj=0

» als Operation auf Vektoren (Faltung, convolution)

(<ao,. o .,an,]_), <b0,. 50

a b [

,boo1)) = (co,...,cn—1) =axb
—_— ———

-Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Schema der Polynommultiplikation mittels modularer

Arithmetik
Faltung im komponentenweise Multi-
Koeffizientenbereich plikation im Wertebereich
Auswertung (a,b) =L ((a(yi)), (b(¥i)))
1 * 1
Interpolation c — -1 (c()) = (alyi) - b(y))
y

KiXl<n xK[Xl<n  —, K2 x K27
1 * l-
K[X]<2n <—L;1 KZn

L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Modulare Arithmetik fiir Polynome

» traditionelle Losung:
Faltungsformel direkt berechnen— O(n?) Operationen in K

» alternative Losung mittels “modularer Arithmetik”
» Polynome a(X) und b(X) an 2n Stiitzstellen
y = (o, .-, Y2n—1) auswerten

a= <ao, 9cog a,,,1> — Ly(a) = <a(_)/())7 500 a(y2n71)>
b= <b0, 500 g b,,,1> — Ly(b) = <b(y()), 500 b(y2n71)>

» Multiplikation der Funktionswerte an den 2n Stiitzstellen y;

c(yi) = a(yi) - b(y;) (0<i<2n)

» Rekonstruktion von ¢(X) durch die Funktionswerte an den
Stiitzstellen

Cc= <C0, soog C2n_1> = Ly_1<C(y0), s0og C(ygn_1)>

» Aufwand dieses Verfahrens: O(n?) Operationen in K

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
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— Diskrete Fourier-Transformation

» Diskrete Fourier-Transformation

» Urspriinglich Approximation der kontinuierlichen
Fouriertransformation fiir numerische Berechnungen

» Durchbruch bei der praktischen Verwendung durch Entdeckung
der “Schnellen Fourier-Transformation” (FFT) durch COOLEY
und TUKEY! — gehort seitdem zu den meistverwendeten
Algorithmen iiberhaupt

» Das FFT-Prinzip war schon GAUSs bekannt (Notiz in seinem
Tagebuch) und wurde auch spater mehrmals entdeckt und
publiziert?

» Durchbruch aber erst als Computer-Verfahren

» DFT bedeutet: Auswertung an “Einheitswurzeln” , d.h.
Losungen der Gleichungen X" =1 in C

1J. W. CooLEY and J. W. TUKEY, An algorithm for the machine calculation
of complex Fourier series, Mathematics of Computation 19 (1965)

2C. RUNGE, R. KONIG Vorlesungen iiber Numerisches Rechnen, Springer
(1924)
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L Diskrete Fourier-Transformation
» Die Gleichung X" =1 hat in C genau n Ldsungen

o,1 2 n—1
n,wn,wn, Ce ,wn

. 2 2
wobei w, = e2™/" = cos <—7T) -+ 7 -sin (l)
n n

(“primitive” n-te Einheitswurzel)

w

» Diese “n-ten Einheitswurzeln” bilden eine zyklische Gruppe
R der Ordnung n unter der Multiplikation.

(Zp,+) — (Rp,) : k — w,l;

ist ein Isomorphismus.
» Aussagen iliber Z und Z, libertragen sich auf die Gruppen R,
» njm — R, CRn

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Diskrete Fourier-Transformation

» n==06:

1+i-v/3

we = 5

1

» {1 14+i-v/3 —14+i-/3 —1-i-vV31-i-V3
6 — P 5 )

2 ’ 2

1+i-vV3
=RaURsU {5}

2 2

» n=7

R7:{1}U{cos (’%”) 1 A (’%”) 1< k§3}

L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Diskrete Fourier-Transformation

» Beispiele
>» n=2:wy=-1

R2:{1’71}
» n=3:w3=(-1+i-3)/2

R3:{1’—1+i-\/§ —1-/-\@}

2 ’ 2
>» n=4:ws=1
Ra={1,i,—1,—i} =R U{<£i}
» n=>5:

_V5-1+iV2V5+ V5
4

{\fS—lii\/i\/5+\/5 —\/3—111\@/5_\/5}
4 ’ 4

Ws

Rs = {1} U

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
Diskrete Fourier-Transformation

» n=28

14

C()—
>

1+
Rg = Ra U {wg,wg’,wg,wg} =RqU {:I: NG }

» n=9

k k
Rg = R3 U {cos (?ﬂ) + 7sin (?ﬂ) ke {1,2,4}}
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L Diskrete Fourier-Transformation

» n=10
km .. [ km
RlO—R2UR5U{COS (1—0> + isin (1—0) k€ {1,3}}
» n=11
Riu1={1}U km +isin|—];1<k<5
11 = Cos 11 1sIin 11 ; <
» n=12
" 3+1
2= "

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
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— Diskrete Fourier-Transformation

» (Komplexe) Diskrete Fouriertransformation der Ordnung n:

DFT, . (ag, a1, ..., a,,_ll)1 — <ar$w2), a(w,l,), - a(w,’]‘l)>
' c" —- C
wobei a(X) = Y75 a; X'
» DFT,, ist simultane Auswertung von Polynomen € C[X]<p,
an den n-ten Einheitswurzeln
DFT,., =1L

=i
(WOl .. wn ™)

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
LDiskrete Fourier-Transformation

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
l

— Diskrete Fourier-Transformation

» DFT als lineare Transformation

2 1 1 1 e 1 e 1
2 j n—1
a Whn Wy, A e (’;(n )
2 4 2j n—
ar 1w wy wy! .. Wp
— : : :
3 1 i 2i ij i(n—1)
J Wh Wh Wh Wn
_ 2(n—1 j(n—1 n—1)>
an_1 1 wr 1 wn( ) o‘/n( ) w,(, )
0, 1, 2 n—1
Vo (wp, Wy, Wy ooy wi ™)

> Beachten: w, hat die Ordnung n in R, also wi/ = wiJjmedn

Ri1

ao
al
ar

dp—1
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L Diskrete Fourier-Transformation

> n=2
1 1
DFT, =
1 -1
» n=3
1 1 1 1 1
DFT3=|1 w3 w}|=|1 ws w?
1 w% wg' 1 w?f w3
mit w3 = _14'2"'\/§,w§ = —_1_2i"/§
> n=4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
DFT_11i2i3_1i:2i3_1
Tl A I B R R B I |
1 3 % /9 I 1
-Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
Diskrete Fourier-Transformation
» n:6
1 1 1 1 1 1] [1 1 1
1 we wi@ Wi wg W 1 we w?
DET— 1 wg wg wg wg wéo |1 wg wé
11 Wi Wl W) W WP Tl -1 1
1 wi W w? Wi W 1 wi WP
| 1 wg Wi WP WP WP 1 [1 wg wi
mit
1+i-V3 » —1+i-V3
CU6: O‘)ﬁ:
2
s —1—i-\3 5_1-i-V3
w6: 2 :—w6 wﬁz =

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
LDiskrete Fourier-Transformation

» n=>5

DFTs =

I T = ==
[N
oo

mit

Ws

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)

Diskrete Fourier-Transformation

» n=28
1 1 1 1 1 1
1 wg i wg’ -1 wg
1 i =1 —i 1 ]
|1 wg —i wg -1 wg
DFTe=14 1 1 1 1 -1
1 wp i w§ -1 ws
1 -/ -1 ] 1 —i
| 1w —i w§ -1 W
mit

14i S
wg = Wy = ————

T2 T2

1 B

wg = —— = —w we =
8 \/5 8 3 \/5

1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 2 3
wi w% wg 1 wg wz ws
w% wg w152 =1|1 wg Ws wi
v e B
W Wi ws 1 ws wi wsg

_VB-14ivV2V5+ V5
4

1 17
—1i wg
-1 —i

] wg

1 -1
—i wg
-1 i

] ws
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L Faktorisierung der DFT-Matrizen L Faktorisierung der DFT-Matrizen

» Faktorisierung von DFT4

» Spalten vertauschen
» Faktorisierung von DF T4

1 1 1 1 1 1 1 1 -
1 i1 1 1 T o » Faktorisierung erkennen
DFT, = 1 _1 1 —1 171 1 -1 —1 = DFT, Lo
1 =f = 1 -1 —i i _ b 0 i DFT,| 0,
DFT4 = 10 | 0, |DFT.
» Blockstruktur erkennen b —( 0 > 2 ‘ 2
1 1 1 1 10
1 -1 - DFT, ( 0 i ) DFT, wobei /, = Einheitsmatrix, 0, = Nullmatrix
1 1|-1 -1 | -1 0
1 1| —j DFT, ( 0 i ) DFT,
L Schnelle Fourier-Transformation (FFT) LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Faktorisierung der DFT-Matrizen L Faktorisierung der DFT-Matrizen
» Faktorisierung von DFTg
» Blockstruktur erkennen
» Faktorisierung von DFTg
» Spalten in DFTg vertauschen 1
Ws
11 1 1 1 1 1 1] DF T w3 DFTa
1 i -1 —i ws wi w§ wi — w3
1 -1 1 -1 i —i i —i DFTs = " wi
= |1 —i -1 i W ws Wi Wi wg
DFTg = 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 DFT, 8 -DFT,
1 i -1 —i W} wf ws w | wg |
1 -1 1 -1 —j i—i i
1 —i -1 i W Wl Wi ws » Faktorisierung erkennen
e . /4 D4 DFT4 04
DFTs = [ ls —Ds ] [ 0, DFT,
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L Faktorisierung der DFT-Matrizen

» Faktorisierung von DFT;,

L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Faktorisierung der DFT-Matrizen

_ » Dabei ist
1
Won 1
DFT, -DFT, 5 Worn
o wn—l ne
DFT,, = P 2n n—1
Wop 1 L Wop
n
Wr whn
DFT, n . DFT, 2n 1
2n
w2n—1 -D, = wgn D, =
L 2n
w2n—1

r L 2
o ln Dn DFTn On n
|1 —D, 0, DFT,

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT) LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Faktorisierung der DFT-Matrizen L Faktorisierung der DFT-Matrizen
» FFT: der entscheidende “divide-and-conquer”-Trick:
» Beachte: in der Gleichun .t e
& Riickfiihrung von DFT>,,, auf DFTn,wS
DFT,, = I Dn | | DFT,  0j4 > W = wy, : primitive 2n-te Einheitswurzel, d.h.
n I, —D, 0, DFT,

Ron = {1 =% w,w? ..., w1}

» hat die Matrix 5,’?7/'2,, 4n? Koeffizienten # 0
» haben die Matrizen auf der rechten Seite 4n + 2n?
Koeffizienten # 0

> = ((,uz,,)2 = w, : primitive n-te Einheitswurzel, d.h.

Ro={l=n"nn....n"""}

Inklusion: R, C Rap
Genauer: unter der Abbildung x — x? wird Ry, 2-zu-1 auf R,
abgebildet:

» FFT: diese Zerlegungsidee rekursiv durchfiihren

v

» Folgerung: Reduktion der Anzahl der Koeffizienten # 0 von
O(n?) auf O(nlog n)

v

Wk W™k =k (0 < k < n)
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LFFT

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
LFFT

» Polynomialer Ansatz zur FFT
» Zerlegung von Polynomen nach Paritdt der Exponenten

2n—1
a(X) = Z aiX" «— (ag,a1,...,a0-2,a5-1)=a
i=0

n—1
all(x) = Zaz,-X’ o (ag,a,...,aum a,a2,_2) = al
i—0

n—1
(X)) =Y ain X'« (aas,...,320-3,320 1) = all
i=0

> es gilt
a(X) = al%(x?) + Xx - alll(x?)

O
&
I
nl
ihit

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)

» und daher fir 0 < k < 2n:

a(wk) — a[O](w2k) + wk . a[ll(ka)
= a[o](/)”k) —+ wk . 3[1](’)7k) (0 < k < n)
= ) + wk-all(pk) (n< k< 2n)

» Folgerung:
DFT,,.(a) = DFT, () w « DFT, ,(alt!)

> X« ist die "butterfly”-Operation

(292)=( ) (@) osken

LFrT

I—Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
LFFT

Qg ay a2 a3 (€537 A2k+1 A2n—2

A2n—1

|
1 T
X W X 1 (ka) (an—l)
l 1
Q) (&7 &3 p—1 Qp  Qpyl Qpyf; Qop—1

FFT (real af], int n, complex w)

{

if (n ==1) return (ap);
else

{

for (k=0; k <n; k++
ap = af] + k. aLl];
for (k=n; k < 2n; k++)
o = o), +wh gl s

return (ao, a1y...,021n—2, a2n_1);

n—l) = FFT((“U? az...,0an—4, a?n—?)a n/2,w2);
(Oz([)l], ey O[Ll]_l) = FFT((al, as...,a2p—3, agn_l), n/2,w2);
)




L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
LFrT

FFT := proc (A,k)
n := 27k;
if k=0 then RETURN(A) fi;
omega_n := exp(2xPi*xI/n);
omega := 1;
a_0 := [A[0],A[2],...,A[n-2]];
a_1l := [A[1],A[3],...,A[n-1]];
y_0 := FFT(a_0,k-1);
y_1 := FFT(a_1,k-1);
for t from 0 to (n/2)-1 do
y[t] := y_0[t] + omegaxy_1[t];
ylt+(@n/2)] := y_0[t] - omegaxy_1[t];
omega := omegaxomega_n
od;
RETURN (y) ;
end;

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
.

» Komplexitdt der FFT

» F(n) : Anzahl der komplexen arithmetischen Operationen zur
Berechnung von DFT(n) mittels FFT
» ‘“divide-and-conquer”-Rekursionsgleichung

F(2n)=2-F(n)+O(n), F(1)=0

» Losung:
F(n) € ©(n-logn)

L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
LFeT

)

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
Lrer

» Umkehrabbildung
DFT(n)~! = “Interpolation” an den Stellen wX € R,

> Inverses der Vandermonde-Matrix von DFT (n)

_ 0 1 n—=1y _ (, i
Vo = Vp(wp,wpy o oywp ) = (w”)OSi,j<n

ist
1 1 . 1 .

—0 —1 —n—1 — —i
= Vo(wn,wn ..,y ) = | — WY =|-w,Y
fn i 0<ij<n d 0<ij<n
wobei @, = e~ 27/" = w;t

> Beweis: fiir 0 < i, k < n gilt

n—1 n—1 n—1 P =K

E i oJk — E i,k — E (i—k)j — -
Wp "Wy = Wy "Wy, = Wy = 0

j=0 j=0 '



L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
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» Folgerung:

» Die Riicktransformation DFT (n)~! ist

— bis auf banale Anderungen:
w, durch w1 ersetzen und alles durch n dividieren —

die gleiche Operation wie DFT (n)

» DFT(n)~! kann also ebenfalls mit ©(nlog n) komplexen
Operationen berechnet werden

» Man kann die gleichen Programme/Hardware verwenden

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
.

» Erganzende Bemerkungen
» FFT kombiniert zwei Prinzipien algebraischer Natur:
— Domain-Transformation (Koeffizientendarstellung vs.
Wertedarstellung) mittels Evaluation < Interpolation
— Rekursive Struktur der Einheitswurzeln als Lésungen von
X" =1 und damit als Elemente einer zyklischen Gruppe
» Zahlreiche Varianten und Variationen iiber Ringen, die
geniigend viele Einheitswurzeln enthalten, darunter
— Ringe Z, fiir geeignete n
— endliche Kérper (bestehen vollstandig aus Einheitswurzeln!)
— andere Zerlegungen als nach Zweierpotenzen
» Beim Rechnen iiber C: Rundungsfehler, numerische Stabilitit?
Andere Ringe/Korper mit exakter Arithmetik oft vorteilhaft
» Schnellstes bekanntes Multiplikationsverfahren fiir ganze

Zahlen (SCHONHAGE-STRASSEN, O(nlog nloglog n)) beruht
auf FFT iiber Ringen Zo« 4

L_Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
LFeT

» Anwendung: Multiplikation (“Faltung”) von zwei Polynomen
a, b € C[X]<, nach dem Schema der modularen Arithmetik

> jeweils 2n Auswertungen mittels FFT
a(w3n), b(ws,) (0 < k < 2n)
» 2n komplexe Multiplikationen
c(ws,) = a(ws,) - b(ws,) (0 < k < 2n)
> Interpolation mittels FFT-Riicktransformation

c(X) = DFT(2n)~}([e(w3,), - - - [e(wzn 1)

erfordert 3- ©(2n-log2n) + O(2n) € ©(n - log n) komplexe
Operationen, ist also deutlich schneller als das klassische
O(n?)-Verfahren



Modulare Polynomarithmetik: Evaluation und Interpolation

Zwei Polynome f(X) und g(X) vom Grad < 3 sollen miteinander multipliziert
werden. Das Produkt h(X) = f(X) g(X) ist ein Polynom vom Grad < 7.
> f := X -> BxX"3+3*%X"2-4%X+3;
f=X->5X3+3X2-4X+3
> g = X => 2%X"3-5%X"2+7*X-2;
gi=X —>2X>-5X2+7X -2
> h := unapply(expand(f(X)*g(X)),X);
hi=X—>10X%—19X°+12X*+37X3 —49X%+29X — 6

Um h(X) nach dem Schema von Evaluation und Interpolation zu berechnen,
geniigen also 8 Interpolationsstellen, die im Prinzip beliebig gewiahlt werden
konnnen.

Die Interpolationspunkte:
> points := [seq(X,X=0..7)1;
points :== [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

Die Werte der Polynome f(X) und g(X) an den Interpolationspunkten:

> valuesf := map(f,points);
valuesf := [3, 7, 47, 153, 355, 683, 1167, 1837]
> valuesg := map(g,points);

valuesg == [—2, 2, 8, 28, 74, 158, 292, 488]

Die Werte des Polynoms h(X) sind die Produkte der entsprechenden Werte
von f(X) und g(X)

> zip((x,y)-> x*y,valuesf,valuesg);
[—6, 14, 376, 4284, 26270, 107914, 340764, 896456]

Durch Interpolation erhélt man das gesuchte Polynom:
> interp(points,%,X);
10X6—19X°+12 X4 +37X3 —49X?+29X — 6
Man hétte die Interpolationspunkte auch zufillig wihlen kénnen.

Beispielsweise mit Hilfe eines Zufallsgenerators. Man muss sich dann nur
vergewissern, dass die Punkte paarweise verschieden sind.

> die := rand(-99..99);

die := proc()
localt;
global _seed;
_seed := irem(a * _seed, p);
t = _seed ;
to concats do _seed := irem(a * _seed, p) ; t := s xt + _seed end do;
irem(t, divisor) + offset
end proc
> randpoints := [seq(die(),X=0..7)];
randpoints := [—85, —55, —37, —35, 97, 50, 79, 56]

> valuesf := map(f,randpoints);

valuesf = [—3048607, —822577, —249007, —210557, 4591207, 632303, 2483605, 887267]
> valuesg := map(g,randpoints);

valuesg = [—1264972, —348262, —108412, —92122, 1778978, 237848, 955424, 335942]

> zip((x,y)-> x*y,valuesf,valuesg);

[3856402494004, 286472311174, 26995346884, 19396931954, 8167656246446,
150392003944, 2372895823520, 298070250514]
> interp(randpoints,%,X);
10X —19X° +12X4+37X% -49X%2+29X —6

Bei der Diskreten Fouriertransformation der Ordnung n wéhlt man als
Interpolationspunkte die sogenannten n-ten Einheitswurzeln in der komplexen
Ebene . Das sind die n Losungen der Gleichung X" = 1, diese liegen auf dem
Einheitskreis; es handelt sich um die n (verschiedenen) Potenzen der
sogenannten ”primitiven” n-ten Einheitwurzel e>7%/",

Im Falle des Beispiels arbeitet man mit $n=8$.
> dftpoints := [solve(X"8=1)1;
. 1 1 1 1 1 1 1 1
dftpoints := [—I, I, =1, 1, == v2 = ZI2, V2 + 2 IV2, —=V2+ - 1V2, = V2 - 2 1?2]
2 2 2 2 2 2 2 2
Die Liste der 8 Punkte ist nicht in fortlaufenen Potenzen geordnet. Um das
explizit zu machen:
> omega8 := (1+I)/sqrt(2);

1 1
w8::(§+51)ﬂ

> dftpoints := [seq(evalc(omega8~k),k=0..7)];

1 1 1 1 1 1 1 1
dftpoints := [1, 5\/§+§1\/§, I, 75\/§+§I\/§, 71,75\/5751\/2 —1I, 5\/575]@



Die Polynome f(X) und g(X) und des Produktes h(X) haben an diesen Stellen
komplexe Werte.

> valuesf := map(evalc,map(f,dftpoints));
9 1 9 1
valuesf::[7,75\/§+3+I(§\/§+3), 791,5\/§+3+1(§f73),5,

9 1 9 1
SV2H3+I(—5V2+3), 90, —5 V243 +1(—5V2-3)]
> valuesg := map(evalc,map(g,dftpoints));

5 9 5 9
mluesg::[Q,5\/5—2-&-1(5\[—5),3-&-5], —5\f—2-&-l(§\/§-&-5)7 —16,

= 9 5 9
—oV2=241(=5V2=5), 851, JV2 =241 (=5 V2+5)
> valuesh := map(evalc,map(h,dftpoints));

11 85 11 85
valuesh := [14, 5 V2 =184 I (=59 + 5 V2), 45 - 271, -5 V2 18+ 1(59+ 5 V2),

11 85 11 85
—80, —?\/5—18-!—1(—59—7\/5),45-&-271, ?\/5—18-&-1(59—7\/5)]

Die Werte von h(X) erhélt man auch durch Bildung der Produkte der
entsprechenden Werte von f(X) und g(X)

> zip((x,y)-> evalc(x*y),valuesf,valuesg);

11 85 11 85
(14, ?\/5718+I(759+?\/§),45727I, 75\/5718+I(59+7\/§), —80,

11 85 11 85
— g VE I8 T(=59 — 5 V2), 45 4 271, ?\/5—18-&-[(59—?0\/5)]

Die Berechnung (der Koeffizienten) von h(X) kann man in diesem Fall statt
durch Interpolation viel einfacher durch Anwendung der inversen
Fouriertransformation machen. Dazu interpretiert man die Folge der
Funktionswerte als Koeffizienten eines Polynoms H(X). (Jetzt kommt es auf
die richtige Reihenfolge an!)

> convert(zip((x,y)->x*y,valuesh, [seq(X"k,k=0..7)1), ‘+);
11 85 )
14 + (7\@— 184 1(-50+ 2 V2) X 4+ (45271 X

11 5 .
+(7?ﬁ718+1(59+%\/5))X"780X4

+(—%1\/5—18+I(—59—%\/ﬁ))X5+(45+271)X6

11
+(5\/§718+I(597%\/§))X7
> H := unapply(%,X);

11 5 ‘
H::Xﬂ14+(?\/§718+I(759+%ﬁ))X+(457271)X2

11 85 3 1
+(—3\/§—18+I(59+5ﬂ))x —-80X

11 85 5 6
+(75\/5—18+I(—597?\/ﬁ))X"+(45+271)X‘

+(%\/§—18+I(59—%\/§))X7

Die Auswertung geschieht wiederum an den achten Einheitswurzeln, nun aber
im umgekehrten Durchlaufungssinn:

> inversedftpoints :=[seq(evalc(omega8~(-k)),k=0..7)];

inversedftpoints =
1 1 1 1 1 1 1 1

1, 5\/5*51\/2 -1, *5\/5*51\/5- -1, *5\/54’5[\/2 1, 5\/§+§I\/§]
> valuesH := map(expand,map(evalc,map(H,inversedftpoints)));

valuesH = [—48, 232, —392, 296, 96, —152, 80, 0]

Nach Divisions durch den Skalierungsfaktor 8 erhélt man in der Tat die
Koeffizienten des Polynoms h(X).

> map(x->1/8*x,%) ;
[-6, 29, —49, 37, 12, —19, 10, 0]

Im Beispielfall n=8 kann man exakt rechnen, da w8 mittels Wurzeln exakt
ausgedriickt werden kann. Das ist im allgemeinen nicht mehr der Fall und man
muss die Rechnungen (sofern man nicht in endliche Korper und Ringe
ausweicht) mit Fliesskamma-Arithmetik, also mit Rundungsfehlern behaftet,
durchfhren. Zur Hlustration folgt das gleiche Beispiel mit der in Maple
eingebauten FFT-Funktion.



[0., —.7500000000 10~2, 0., —.5000000000 10~9, 0., .7500000000 102, 0., .5000000000 10~°

]

Komplexe FFT in Maple

Liste der Koeffizienten des Polynoms f(X):

> fcoeffs := array([seq(coeff(f(X),X,k),k=0..7)1);
feoeffs :=[3, —4, 3, 5, 0, 0, 0, 0]

Die Koeffizienten miissen in Real- und Imaginérteile zerlegt werden:

> reell := fcoeffs;
reell := feoeffs
> imag := array([0$8]);

imag := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

Durchfiihrung der DFT der Ordnung 8 = 2% mittels FFT:

> FFT(3,reell,imag);
8

Man erhélt im Frequenzbereich die Liste der Werte auch nach Real- und

Imaginérteil getrennt:
> Freell := copy(reell):
> print(reell);

[7.000000001, —3.363961017, 0., 9.363961017, 4.999999999, 9.363961017, 0.,

—3.363961017]
> Fimag := copy(imag):
> print(imag);

[0, —3.707106773, 8.999999995, 2.292893219, 0., —2.292893219, —8.999999995,

3.707106773]

Mittels inverser Fouriertransformation sollten sich die Koeffizienten von f(X)
wiederherstellen lassen. Das gelingt nur bis auf Rundungsfehler!

> iFFT(3,reell,imag);

> op(reell);

[3.000000000, —3.999999992, 2.999999998, 4.999999989, 0., —.2500000000 10~8,

.2500000000 10~#, .6250000000 10~%]
> op(imag);

FFT der Koeffizientenliste von g(X):

> gcoeffs := array([seq(coeff(g(X),X,k),k=0..7)1);
geoeffs :=[—2, 7, =5, 2,0, 0, 0, 0]
> reell := gcoeffs;
reell := gcoeffs
> imag := array([0$8]);
imag := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
FFT(3,reell,imag) ;

Vv

Greell := reell:
print(reell);

, 1.535533906, 3., —5.535533906, —16, —5.535533906, 3., 1.535533906]
Gimag := imag:

> print(imag);

[0, —1.363961031, —5., —11.36396102, 0, 11.36396102, 5., 1.363961031]

Vo VYV

Punktweise Multiplikation im Frequenzbereich:
> Fcoeffs := zip((x,y) -> x+I*y,Freell,Fimag);

Feoeffs := [7.000000001, —3.363961017 — 3.707106773 I, 0. + 8.999999995 I,
9.363961017 + 2.292893219 I, 4.999999999 + 0. I, 9.363961017 — 2.292893219 I,
0. — 8.999999995 I, —3.363961017 + 3.707106773 I]

> Geoeffs := zip((x,y) —-> x+I*y,Greell,Gimag);

Geoeffs := [2, 1.535533906 — 1.363961031 I, 3. — 5.1, —5.535533906 — 11.36396102 I,
—16, —5.535533906 + 11.36396102 I, 3. + 5.1, 1.535533906 + 1.363961031 I]
> Hcoeffs := zip((x,y)-> evalc(x*y),Fcoeffs,Gcoeffs);

Hecoeffs := [14.00000000, —10.22182538 — 1.104076406 I, 44.99999998 + 26.99999998 I,
—25.77817454 — 119.1040761 I, —79.99999998 — 0. I,

—25.77817454 4 119.1040761 I, 44.99999998 — 26.99999998 I,

—10.22182538 + 1.104076406 1]

Vergleich mit der Fouriertransformierten (in floats) H(X) der
Produktpolynoms h(X):
> evalf (H(X));

14. — (10.22182541 — 1.10407638 I) X + (45. — 27.1) X2
— (25.77817459 — 119.1040764 T) X* — 80. X*
— (25.77817459 + 119.1040764 I) X° + (45. + 27. 1) X©
— (10.22182541 + 1.10407638 I) X7

> Hreal := map(x->Re(x),Hcoeffs);

Hreal := [14.00000000, —10.22182538, 44.99999998, —25.77817454, —79.99999998,
—25.77817454, 44.99999998, —10.22182538]



> Himag := map(x->Im(x),Hcoeffs);

Himag := [0., —1.104076406, 26.99999998, —119.1040761, —0., 119.1040761,
—26.99999998, 1.104076406]

Riicktransformation mittels der Werte von H(X):
> iFFT(3,Hreal,Himag);

> op(Hreal);

[—5.999999982, 28.99999992, —48.99999991, 36.99999992, 11.99999998, —18.99999992,
9.999999938, 5000000000 10~
> op(Himag) ;
[0., —.3750000000 10—, 0., .6250000000 10~%, 0., .3750000000 10~%, 0., —.6250000000 10~8
]
Vergleich mit dem Produktpolynom h(X)
> h(X);
10X —19X% + 12X +37X% —49X2+29X —6



Beispiel zur Schnellen Fourier-Transformation

\'
E]
I

Array([-1,-1,-1,-1,1,1,1,1]); # real parts of data
x:=[-1,-1,-1,-1, 1, 1, 1, 1]

\%
>
]

Array([0,0,0,0,0,0,0,0]); # imaginary parts of data
y =1[0,0,0,0,0,0,0,0]

[> FFT(3,x,y): # transform data

> x;

[0, -2.000000001, 0., -1.999999999, 0, -1.999999999, 0., -2.000000001]
-> y; # imaginary parts of transformed data

[0, 4.828427122, 0., 0.828427124, 0, -.828427124, 0., -4.828427122]
-> zip((a,b)->a+b*I, x, y): convert(%, list);

[0, -2.000000001 +4.828427122 1, 0. + 0. 1, -1.999999999 + 0.828427124 1, 0, -1.999999999 - 0.828427124 1,
0.+0.1

-4

-2.000000001 - 4.828427122 1]

[> iFFT(3,x%,y): # check results
> x;

[-1.000000000, -.9999999990, -.9999999995, -.9999999985, 1.000000000, 0.9999999990, 0.9999999995,
0.9999999985]

>y

-1
[0.,2.500000000 10

> y := map(fnormal, y);

0 0 0 0

-1 -1 -1
,0.,-2.500000000 10 ", 0.,-2.500000000 10 , 0., 2.500000000 10 " ]

y =10.,0.,0.-0.,0.,-0., 0., 0.]

[

Glattung einer verrauschten harmonischen Schwingung durch Faltung mit einer Gaussverteilung

[Deﬁnition einer Storfunktion (Rauschen)
[> noise := stats[random, normald]:
[Harmonische Schwingung mit tiberlagertem Rauschen

> re_data := Array([seq(sin(0.0625*k)+0.1*noise(),
k=1..2"8)1);

256 Array
re data -=| Data Type: anything
- Storage: rectangular
Order: Fortran_order

[> im data := Array([seq(0, k=1..2"8)]):
[> xcoords := Array([seq(0.0625*k, k=1..2"8)]):

[Graﬁsche Darstellung

> plotdata := convert(zip((a,b)->[a,b], xcoords,
re_data), list):

> plot(plotdata, style=POINT);




[Deﬁnition einer Gaussfunktion zur Faltung (Kern,kernel)

> re_kernel := Array([seq(exp(-100.0*(k/2"°8)"2),
k=1..2"8)1):

[> im_kernel := Array([seq(0, k=1..2"8)]):

[FFT in den Frequezbereich von verrauschten Daten und Kern

[> FFT(8, re_data, im data):

[> FFT(8, re_kernel, im kernel):

[Punktweise Multiplikation der transformierten Daten

[> data := zip((a,b)->(a+b*I), re_data, im_data):
[> kernel := zip((a,b)->(a+b*I), re_kernel, im kernel):
[> newdata := zip((a,b)->a*b, data, kernel):

[> new_re_data := map(Re, newdata):

[> new_im_data :=

map (Im, newdata):
[Rﬁcktransformation mittels inverser FFT

[> iFFT(8, new_re_data, new_im_data):
[Graﬁsche Drastellung der geglitteten Daten

B plotdata := convert(zip((a,b)->[a,b], xcoords,
new_re_data), list):

> plot(plotdata, style=POINT);
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