Algorithmik kontinuierlicher Systeme

30. Januar 2017

Zusammenfassung der wichtigen Verfahren anhand von Vorlesungsfolien, Ubungen, Skript und
Summary“. Fehler oder fehlende Inhalte bitte melden: he29heri@stud.informatik.uni-erlangen.de
Ergénzt fir das SS 2015 von Andreas Hammer (andreas.hammer@fau.de)

1 Was sind kontinuierliche Daten?

Fluch der Dimensionen Speicherkomplexitit von R¥ — R! ist n*l (n diskrete Werte).

2 Fehler

x exakter Wert, & gemessener Wert

€abs =T — absoluter Fehler

T —

€rel =

’ relativer Fehler

Bei Vektoren ||# — z|| bzw. HT\;TH

e, Eingabefehler von z, €, Eingabefehler von y; betrachtet wird jeweils z o y.

benutzen.

€abs + — €z + €y

€zt €y
€rel + — m
6abs~:m'6y+y'€x

T €yt Y€y €y  €g
€rel - = 1’72/ - ; ;

Somit addieren sich bei der Addition die absoluten Fehler, bei der Multiplikation die relativen
Fehler.

2.1 Kondition
2.1.1 Kondition von einfachen Funktionen

Verhaltnis von relativen Eingabe- zu relativem Ausgabefehler; unabhéngig vom Berechnungsver-
fahren.

z- f'(z)

f(x)

Kfog = Kf - Kg Verkettung

Kondition

kf(x) :=


mailto:he29heri@stud.informatik.uni-erlangen.de
mailto:andreas.hammer@fau.de

2.1.2 Kondition von Matrizen

Bei einer Matrix A ist die Kondition der Matrix

k(A) = Il [[[A7H]

2.1.3 Anwendung

Zusammenhang zwischen Eingabedaten x, einer Matrix A und Ausgabedaten b:

¢ - a - b
= T < k(A -
="

Allgemein:
k(A-B) < k(A) - k(B)

2.2 Stabilitat

Verstarkung von Rechenfehlern in den Eingabedaten durch das Berechnungsverfahren.

3 Falten und Filtern

Falten von kontinuierlichen Daten, Filtern von diskreten Daten.

3.1 Separierbarkeit

Eine Matrix ist separierbar, wenn ihr Rang gleich 1 ist.
Anschaulich: Wenn nur eine ,sinnvolle Zeile existiert, und die anderen nur Vielfache davon sind.

3.2 Separieren von Filtern

Fiir jede Spalte und jede Zeile der Matrix Faktoren finden, die das jeweilige Element erzeugen.
Diese Faktoren in Vektoren schreiben.

Beispiel:

1 2 1
111 2 1 1-1 1-2 1-1 1 1
212 4 2|=12-1 22 2-1|=12],]2
111 2 1 1-1 1.2 1-1 1 1

3.3 Filtern

Der Filter wird fiir jedes zu filternde Element auf die Zielmatrix ,,gelegt und die einzelnen Werte,
die iibereinander liegen, multipliziert. Die Summe dieser Produkte ist dann das neue Element an
der entsprechenden Stelle.

Bei separierten Filtern wird jede Zeile und jede Spalte einzeln multipliziert.

Wichtig: Die Ergebnisse miissen in einer neuen, temporéiren Matrix gespeichert werden!

3.4 Aufwand

Anzahl der Multiplikationen fiir das Filtern einer N x N-Matrix mit einem k& x k-Filter:
Separierbar: 2 - k - N2

Nicht separierbar: k2 - N2

Anzahl aller nétigen Operationen (zusétzlich Aufsummieren der Werte):

Separierbar: 2 (2 - k- N?)

Nicht separierbar: 2 - (k2 . N2)
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3.5 Falten

Die Verkniipfung von zwei Faltungsfunktionen f(z) und g(z) ist definiert als

(f*9)(x) = / (g - 7)dr

wobei 7 eine Hilfsvariable ist. Anschaulich: Die erste Funktion wird an der y-Achse gespiegelt und
iiber die zweite Funktion geschoben. Die iiberdeckte Fliche in Abhéingigkeit der Verschiebung ist
die Ergebnisfunktion.

Fiir diese Verkniipfung gilt das Kommutativ- (Faktoren vertauschen), Assoziativ- (Klammerung)
und Distributivgesetz (Ausklammern). Vorgehen: Man stellt einzelne Integrale auf, die die jewei-
ligen Definitionsgrenzen der Funktionen haben. Bei konstanten Funktionen kommt ein lineares
Integral heraus, bei linearen Funktionen ein quadratisches, etc.

4 Arithmetik

4.1 IEEE-Gleitkommazahlen

Speicherung von V' Vorzeichen, M Mantisse (1 wird nicht gespeichert) und E Exponent (mit B
Bias, B = 2¥=1 — 1, k Stellen des Exponents).

r=(-1)V-1,M-2F8
Obere Schranke fiir den relativen Fehler (Maschinengenauigkeit), ¢ sind die Stellen der Mantisse:

|fra(®)] <270 =€

4.1.1 Rechenregeln

Das Kommutativgesetz gilt fiir Maschinenzahlen, Assoziativgesetz und Distributivgesetz allerdings
nicht.

5 Lineare Gleichungssysteme

5.1 Vorwartseinsetzen

Aufwand O(n?)
unsigned int n = 1.getHeight (); // | = lower matriz
Matrix y = Matrix(n, 1); // result

unsigned int i, j;
for (i = 0; i < n; i++) {
double value = b.getEntry (i, 0);
for (j = 0; j < i; j++) {
value —= 1.getEntry (i, j) * y.getEntry(j, 0);
}

value /= 1.getEntry(i, i); // not necessary for LU
y.setEntry (i, 0, value);

5.2 Riuckwartseinsetzen

Aufwand O(n?)

unsigned int n = u.getHeight (); // u = upper matriz
Matrix x = Matrix(n, 1); // result

int i, j;
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for (i =n—1; 1i>=0; i—) {
assert (u.getEntry (i, i) != 0);

double value = y.getEntry (i, 0);
for (j =n—1; j >1i; j—) {

value —= u.getEntry (i, j) * x.getEntry(j, 0);
}

x.setEntry (i, 0, value / u.getEntry(i, i));

5.3 Gaul¥’sches Eliminationsverfahren

Aufwand O(n?)

Code analog zur LU-Zerlegung, ! wird nicht verwendet.

5.4 LU-Zerlegung

Aufwand O(n?), falls L und U bekannt sind O(n?)

Analog zu Gauf, Multiplikationsfaktor wird in L gespeichert, U ist Ergebnis des Gaufs-Verfahrens.

A=L-U LU-Zerlegung

Ly=5b Losen durch Vorwértseinsetzen
Ur=y Losen durch Riickwértseinsetzen
1 00 .
= 1 0 0o -
1 0 0
A L U
unsigned int n = matrix.getHeight (); // matriz to decompose

Matrix 1 = Matrix(n, n); // lower matriz
l.setldentity ();
Matrix u = matrix; // upper matriz

unsigned int m, k, j;
for (m= 0; m< n — 1; mH+) {
for (k =m+ 1; k < n; k++) {
assert (u.getEntry (mym) != 0);
float factor = u.getEntry(k, m)/u.getEntry(m,m);
u.setEntry(k, m, 0.f);
for (j =m+ 1; j < n; j++) {
u.setEntry(k, j, u.getEntry(k, j) — factor * u.getEntry(m, j));
}

l.setEntry(k, m, factor);

5.5 Thomas-Algorithmus
Aufwand O(n), LU-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen.
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bl C1 0 1 0 0 rn < 0

ai bg Co = ll 1 0]-2 0 o Co
0 a9 b3 0 lg 1 0 0 T3
A L R

mit = blall = al/rhln—l = an—l/rn—larn = bn - ln—l * Cp—1

6 Lineare Ausgleichsprobleme

Ziel: Residuum (r = Az — b) eines iiberbestimmten Gleichungssystems zu minimieren; Minimie-
rung von ||Az — b||2 (quadratische Abweichung im Sinne der euklidischen Norm). Bestimmung der
Ausgleichsgerade f(z) = ax + b durch die Punkte (2, y,).

6.1 Least Square Methode
Aufwand O(n?), im Gegensatz zu QR-Zerlegung schlecht konditioniert.

T 1 Y1

) 1 (a) Y2
1 b :

T, 1 Yk

2- (AT Az — ATh) = 0) & AT Az = ATD Normalengleichung

Berechnung von A7 A und ATb und Losen von ATA z = ATb.

6.1.1 Alternative Normen
o Gewichtete Norm:
(| = [|Drl|
I7[1? = dir} + d3ry + - + oy

Sinn: Langer zuriickliegende Werte weniger stark gewichten als aktuelle.

6.2 QR-Zerlegung
Aufwand O(n?), n? Multiplikationen, n(n — 1) Additionen. Doppelt so hoch wie LR.

Matrix muss anders als bei LR nicht quadratisch sein. Stabil.

A=Q- R

Das Ausgleichsproblem kann nun geldst werden:
QRx=1b
z2=QTb
Rax==z R’ ist R ohne Nullzeilen
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6.2.1 Jacobi Rotationen

Multiplikation von Givens Matrizen G;; an die Ausgangsmatrix A, die jeweils eine Null an der
Stelle 45 in der Matrix erzeugen.

—s steht dabei an der Stelle ij in G, ¢ jeweils links und oberhalb auf der Diagonalen, s oben
rechts vervollstandigt das Rechteck.

Gnm-...~G31~G21'A=R

QT
1 0 0 0 0
0 ¢ 0 0 s
Gs=10 0 1 0 O
0O 0 0 1 0
0 —-s 0 0 ¢
Qlo Ay,

= s =
/3 2 /32 2
a’lo + a’lu alo + alu
ayo ist dabei der Eintrag in A an der Stelle vom links oberen ¢, a;, an der Stelle von —s.

6.2.2 Householder Spiegelungen

Multiplikation von Householder Matrizen H; an A, die jeweils eine Nullspalte (unterhalb der Dia-
gonalelemente) in der i-ten Spalte erzeugen.

H, ... -Hy-H-A=R
—_——
QT
2 - u;ul
Hi=FE— —— [lull2 = \/ud +ud+...-u2

i A

w; = v; £ ||vgl|2 - €; + oder — ist beliebig
e; ist der i-te Einheitsvektor, v; ist der i-te Spaltenvektor von A bei dem alle Eintrdge oberhalb
dem i-ten auf Null gesetzt sind.
7 Lineare Algebra

Inverse einer 2 x 2 Matrix:

g (e BT __ 1 (d -b
S \c d ~ det(A) \—¢ a
Definitheit Falls alle Eigenwerte der Matrix . ..sind, ist die Matrix ...
e > (: positiv definit
e > 0: positiv semidefinit
e < 0: negativ semidefinit

e < 0: negativ definit

sonst indefinit

Alternativ: Betrachtung von 27 Az Vz # 0 anstelle der Eigenwerte.
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Aufwénde
e Matrix-Matrix Multiplikation O(n?)
e Matrix-Vektor Multiplikation O(n?)

e Matrix-Skalar Multiplikation O(n?)

8 Normen

8.1 Vektornorm

Summennorm: ||z||; =

Euklidische Norm: ||z||2 =

Maximumsnorm: ||z||o = max{|z;|}
8.2 Matrixnorm

Summennorm: |||A[||; = maximale Spaltensumme

Euklidische Norm: [||A|||l2 = v/ Amaxs  Amax grofter Eigenwert von AAT

Maximumsnorm: |||A|||cc = maximale Zeilensumme

Der Spektralradius r(A) ist der betragsméfbig grofte Eigenwert von A.
Konditionszahl der Matrix A: k(A) = |||A|||-|||A7Y||| oder auch k(A) = % (Eigenwerte dabei

jeweils von der Matrix AAT). Fiir orthogonale Matrizen: x = 1

9 Compressed Row Storage (CRS)

Speicherung der Matrix in drei Arrays: values, collndices, rowPtr. values und collndices sind nur
so lang wie es Eintrage in der Matrix gibt, rowPtr ist immer so lang wie die Matrix Zeilen hat +
1. values speichert den Wert, collndices die Spalte des Werts. rowPtr zeigt jeweils auf den Anfang
der Spalte in values.

Analog Compressed Collumn Storage (CCS): values, rowlIndices, colPtr.

Initialisierung Aufwand O(n?)

CRSMatrix : : CRSMatrix (Matrix &other) {
unsigned int i, j;

__height = other.getHeight ();

_width = other.getWidth ();

_values = NULL;

_collndices = NULL;

_rowPtr = new unsigned int[ height + 1];
_nonZeroElements = 0;

for (i = 0; i < _height; i++) {
for (j = 0; j < _width; j++)
if (other.getEntry(i, j) != 0) {
_nonZeroElements++;
}
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if (_nonZeroElements =— 0) {

return;
}
unsigned int index = O0;
__values = new float|[ nonZeroElements|;
_collndices = new unsigned int|[_ nonZeroElements |;

for (i = 0; i < _height; i++) {
for (j = 0; j < _width; j++) {
float entry = other.getEntry (i, j);
if (entry != 0) {

_values|[index| = entry;
_collndices[index]| = j;
index-++;
}
}
_rowPtr[i+1] = index;

getEntry() Aufwand O(n) (bei schneller Implementierung O(logn))

float CRSMatrix:: getEntry (unsigned int i, unsigned int j) const {
if (_nonZeroElements — 0) {
return 0.0f;
}

unsigned int k;
// Search column in all elements in this row.
for (k = rowPtr[i]; k < rowPtr[i+1]; k++) {
if (_collndices[k] = j) {
return _values[k];
}

}

return 0.0f;

Effiziente Matrixmultiplikation

Matrix m(_height, other.getWidth ()); // result
m.setZero ();

unsigned int row = 0; // current row

unsigned int i, j;
for (i = 0; i < nonZeroElements; i++) {
// We are at the end of the current row, move to next row.
// Also jump over empty rows.
while (_rowPtr|[row| = _rowPtr[row+1]
|| i = _rowPtr[row+1]) {
TOW—+-+;

}

for (j = 0; j < other.getWidth(); j++) {
m.setEntry (row, j, m.getEntry(row, j) +
_values|[i]| % other.getEntry( collndices[i], j));
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10 Singuldrwertzerlegung (SVD)

AT A AAT
A =
A=1U . % .VT
O~ = =~
mXn mXm mXn nXn
g1 0 0
o 0 g9 0
o 0 0 g3
0O 0 O R ,
vT
A U P

Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren von AT A und Speicherung der Singulirwerte
(0, Wurzeln der Eigenwerte) absteigend in X (07 > 09 > ...). V (nicht VT!) besteht aus den
Eigenvektoren als Spalten (alternativ die Zeilen von V7). U kann nun aus V bestimmt werden,
dabei sind die Spaltenvektoren durch u; = U%sz‘ bestimmt. Fehlende Vektoren miissen ergénzt
werden, dabei muss U eine Orthonormalbasis aufspannen (z. B. durch Kreuzprodukt im R?).
Geometrische Interpretation: U = Drehung, ¥ = Streckung, V7 = Drehung

10.1 Eigenschaften ablesen

Der Rang r von A ist die Anzahl der Singuldrwerte (Werte in X), das Bild sind die ersten r
Spaltenvektoren von U, der Kern die letzten n — r Spaltenvektoren von V. Die Kondition von A

max o,

beziiglich der Euklidischen Norm ist k3 = —*—. Die Euklidische Norm (|||A|||2) ist der grokte

min o,
n

Singulérwert.

10.2 Pseudoinverse A™!

Mit der Pseudoinverse kann man iiber- (Losen eines Ausgleichsproblems) und unterbestimmte
(kleinster Abstand zum Ursprung) LGS losen.

A~ =veriut

r=A" =V~ UTD))
¥~1 erhilt man, indem man die Kehrwerte der Hauptdiagonale bildet und das Ergebnis trans-
poniert. Alternativ kann z auch wie folgt berechnet werden:

T

x:20—i~(boui)~vi
i=1

Hierbei ist r der Rang der Matrix A, o; der Singularwert an der Stelle i, u; die i-te Spalte von
U und v; die i-te Spalte von V.

10.3 Low Rank Approximation

Approximieren der Matrix A durch eine Matrix Ay mit niedrigerem Rang. Dabei einfach die letzten
(unteren) Singuldrwerte auf Null setzen und die Matrix neu berechnen.
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10.4 FROBENIUS-Norm

Die FROBENIUS-Norm einer Matrix A ist

1AllF = /08, 0%

Die Matrix mit Rang k, die A im Sinne der FROBENIUS-Norm am besten approximiert, ist
k
Ap = Z oiuivl
i=1

11 Hauptkomponentenanalyse

Ziel: Reduzierung der Dimension eines Datensatz unter Erhalt der charakteristischen Eigenschaften.
Gegeben: n Punkte (z;,y;).
Zuerst Berechnung des Mittelwertvektors (Mittelwerte der z- und y-Koordinaten):

1 <x1+x2+...+xn>

T=—
n\yr+y2+...+yn

Nun muss das Koordinatensystem so verschoben werden, dass der Mittelwertvektor im Ursprung

liegt:
()=
Zi = — T = /
Yi Yi

Mit den erhaltenen Vektoren wird nun A aufgestellt:

A_(a:’l Th ... x
Yi Yy ooy

S>3~

Nun folgt das Aufstellen der Kovarianzmatrix C"

1
n—1

C= AAT

Nun miissen die FEigenwerte und Eigenvektoren von C' berechnet werden. Damit kann C' wie
folgt zerlegt werden:

Dabei besteht @@ aus den Eigenvektoren als Spalten, W besteht aus den Eigenwerte auf der
Diagonale (nach Grofe der Eigenwerte sortiert). Nun kénnen die einzelnen Punkte in dem neuen
Koordinatensystem dargestellt werden:

yi = Q72
Alternativ ldsst sich die PCA auch durch die SVD berechnen. Dabei sind die Hauptkomponenten
(Q) die Spalten von U der SVD. Die Eigenwerte lassen aus den Singuldrwerten berechnen:

1
2
i = O'Z.

n—1
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12 Median Cut

12.1 Vorgehen
1. Konvexe Hiille um gegebene Punkte ziehen
2. Langste Kante durch 2 teilen = es sollten auf beiden Seiten ca. gleichviele Punkte vorkommen

3. Schritte wiederholen, bis gewiinschte Iterationszahl erreicht ist

12.2 Wahl der Reprasentanten
Entweder Mittelpunkt der konvexen Hiille oder Mittelwert der enthaltenen Punkte.

13 Interpolation

13.1 Lokale Interpolation
13.1.1 Nearest Neighbor

Der y-Wert der Stiitzstelle x;, die am néchsten liegt, wird als Interpolationswert fiir das gesuchte x
verwendet. Graphisch: Man zieht bei jedem Punkt gerade (konstante) Linien zwischen den Mitten
der x-Werte der Punkte.

13.1.2 Lineare Interpolation
Benachbarte Stiitzstellen werden jeweils durch eine Gerade verbunden, somit ergibt sich p(z) aus
n — 1 linearen Funktionen p;:
Yi+1 — Yi
pi(z) =i+ (@ —z) - S—=
Tit1 — &4

Anschaulich: Die Steigung ist der Unterschied des Ergebnisses pro Anderung der Eingabe, also y
durch x. X und Y miissen vom Nullpunkt zum Startpunkt des Abschnittes verschoben werden.

13.1.3 Catmull-Rom Interpolation

Benachbarte Stiitzstellen werden jeweils durch ein Polynom verbunden. Dazu muss an der Stiitzstel-
le z; mit Funktionswert y; die Ableitung y} geschitzt werden. Das Polynom fiir dieses Teilintervall
berechnet sich dann durch:

pi(z) = ag(zipv1 — )% +ay(zip1 — )% (@ — ;) + ag(zin1 — o) (x — ;) + az(z — z;)?
Yi

ay = ————=
($i+1 - l’z’)?’
/
Yi
a1 =3-ay+ ———
($i+1 - 581')2
/
Yit1
a=3-a3 — —————
(Tip1 — x4)?
a3 = Yit+1

($i+1 - l‘z‘)?’

Die Ableitungen kénnen auf unterschiedliche Weise geschétzt werden:

.. . y 1 - N
o Vorwirtsdifferenz: y, = Yir1 7 Yi
Tit1 — T4
. . . i — Yi—1
o Riickwiirtsdifferenz: y} = Yi —Yi-1
Ti — Ti—1
Yit1 —Yi-1

e Zentrale Differenz: y, =
Tit1 — Tj—1
(Diese in der Klausur benutzen, falls nicht anders angegeben)
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13.1.4 Fehler
e Nearest Neighbor: O(h)
e Linear: O(h?)
e Catmull-Rom: O(h?)

13.2 Globale Interpolation
13.2.1 Vandermonde Matrix

Aufwand: O(n?), schlecht konditioniert.
Berechnet ein Polynom vom Grad n — 1 durch alle n Punkte.

1 n—1

X1 cee I ap Y1
1 n—1

xro R ) aq Y2
1 n—1

Ty T, An—1 Yn

13.2.2 Lagrange Polynome

Zuerst miissen die Lagrangepolynome L;(x) berechnet werden, dabei sind z;, z; die Stiitzstellen:

n
T —T; TrT—T1 X — X2
L) =] i_ .

j:lxi_xj T; — X1 Ty — X2
J#i

Das Interpolationspolynom p(x) ergibt sich somit durch:
n
p@) =y Li(x)
i=1

13.2.3 Newton Polynome

Zuerst miissen die Newtonpolynome N;(z) berechnet werden, dabei sind x;, z; die n+1 Stiitzstellen,
n ist der Grad des Interpolationspolynoms:

i—1

N;i(z) = H(m —z;)=(r—x0)(x—x1)... (T — xi_1) No(z) =1
3=0

Das Interpolationspolynom p(x) ergibt sich somit durch:
p(z) = Zci “Ni(x)=co+car(z—x0)+ca(z—xo)(x—x1)+...ocn(z —zo)(—21) ... (T — Tp1)
i=0

Die Koeffizienten c; lassen sich durch den Algorithmus von Aitken-Neville (O(n?)) berechnen:

Formal: »; 1. = Pit1,k—1"Pik—1
ormat: pi.k Tl —Ti

Beispiel bei 4 y-Werten:

= __ P1,0—Po,0 __ P1,1—Po,1 __ P1,2—Po,2
Po,o = Yo P01 = P02 = "o T T P03 = T
= __ P2,0—P1,0 __ P2,1—Po,1
Pro=Mn P11 = Pr2= =,
= __ P3,0=P2.,0
P20 Y2 P21 = prp——

\

P30 =1Ys3

p(z) lasst sich nun effizient mit dem erweiterten Horner-Schema in O(n) auswerten.
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float result = coeff(n — 1, 0); //co...cn—1
while (n —> 1) {

result = result * (x — m_controlPoints[n — 1].x) + coeff(n — 1, 0);
}

Von Hand:
p(x) =ap+ar(z—z1) +as(x—z1)(x —x2)+ -+ ap—1(x—z1)(x —x2) ... (T — Tp—1)

13.2.4 Bilineare Interpolation

Grundlage ist die lineare Interpolation auf einer Strecke. xy und x; sind die Stiitzstellen mit den
Stiitzwerten fo und fi. An der Interpolationsstelle p wird der Interpolationswert f, berechnet.

-
a= P % Streckenverhaltnis
1 — Zo

fr=0=a)fo+af

Bei der bilineare Interpolation sollen nun Werte in einem Rechteck interpoliert werden. Dabei
wird zuerst fiir die obere und untere Kante zwei mal in z-Richtung linear interpoliert, dann mit
den berechneten Werten in y-Richtung (oder andersrum).

13.2.5 Baryzentrische Koordinaten

Die baryzentrische Koordinaten eines Dreiecks RST fiir einen Punkt P ergeben sich durch:

_area(A(PST))  det(S— P, T — P)
P= area(A(RST))  det(S— R, T — R)
_area(A(RPT))  det(P— R,T — R)
77 area(A(RST)) ~ det(S— R, T — R)
_area(A(RSP))  det(S—R,P —R)
"~ wrea(A(RST)) ~ det(S— R, T — R)

P=p-R+o0-S+71-T

Alternativ kann p, o und 7 auch durch Losen eines LGS (ausgehend von der Formel fiir P und
da p+ o + 7 =1 gilt) berechnet werden:

pto+717=1
Ry -p+S;-0+T, - 7T=PF,
Ry-p+Sy-0+Ty-7=PF,

Zur Interpolation dient folgende Formel:

fe=p-frto-fs+7-fr

Merksatz fiir Aufgaben der Art ,Wo ist p > 07
Rho = 0 gegentiber von R, Tau gegentiber von T, Sigma gegeniiber von S. In das Dreieck hinein
positiv, aus dem Dreieck heraus negativ.
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14 Bézierkurven

Bernsteinpolynome sind definiert durch:

BIMt) := (n) (1 —t)n it

]

Bézierkurven vom Grad n sind wie folgt definiert:
=> uBrt)  te[0,1]
i=0

14.1 Eigenschaften
e Interpolation der Eckpunkte

e In den Endpunkten tangential an das Kontrollpolygon

Bézierkurve liegt in der konvexen Hiille des Kontrollpolygons

Affine Invarianz (Verschiebung/Drehung/Streckung der Bézierkurve durch Operation auf
dem Kontrollpolygon)

Variationsreduzierend (jede Gerade schneidet die Bézierkurve maximal so oft wie das Kon-
trollpolygon)

14.2 Algorithmus von de Casteljau

Schnelle Auswertung von Bézierkurven (Beispiel mit 4 Punkten):
by = by

//y:

\ \]t\
// evaluate for parameter t

unsigned int n = m_controlPoints.size ();
std :: vector<Point3D> points = m_controlPoints; // create a copy!

for (unsigned int i = 1; i < n; i++4) {
for (unsigned int j = n — 1; j > 1i; j—) {
points[j] = points[j — 1] % (1 — t) + points[j] * t;
}

}
return points[n—-1]|; // = C(t)

Geometrisch gesehen werden jeweils zwei Kontrollpunkte verbunden und dann im Verhéltnis
t:1—1t geteilt. Es werden alle Strecken im Kontrollpolygon in diesem Verhiltnis geteilt und die
entstehenden Punkte verbunden. Dies wiederholt man nun mit den neuen Strecken.

14.3 Midpoint Subdivision

Ermoglicht es schnell Bézierkurven zu zeichnen, &hnlich zum Verfahren von de Casteljau mit ¢ =
0.5. In jedem Schritt werden die aktuellen Strecken halbiert und die entstehenden Punkte zu den
neuen Linien verbunden.

Falls Programmieraufgabe:
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1. deCasteljau ausfiithren

2. linke Teilkurve: von links oben Diagonal runter
rechte Teilkurve: von links unten gerade nach rechts

3. Fiir diese Teilkurven rekursieren, bis maximale Rekursionstiefe erreicht

4. Ergebnisse zusammenfiihren: links normal, rechts in umgekehrter Reihenfolge

14.4 Coons-Patch

Fs(s,t) = (1 —1t)-Cs(s)+t-Cn(s)
Fi(s,t)=(1-38)-Cw(t) +s-Co(t)
[ Fst(s,t) =(1—3s)-(1—=1t) - Cw(0)+s-(1—1t)-Co(0)+(1—s)-t-Cw(l)+st-Co(l)]
Einfachere Formel:
Fo(s,t) = (1 —1t)- Fi(s,0) +t- Fy(s, 1)
= F(s,t) = Fs(s,t) + Fi(s,t) — Fs(s,1)

15 Flachenberechnung
15.1 Monte-Carlo

Erzeugen von Zufallspunkten und Zéhlen der Treffer. Konvertiert recht langsam: O(N _%)

15.2 Newton-Cotes-Formeln

15.2.1 Prinzip

b
f(z) soll angendhert werden. Dazu werden n + 1 Aquidistante Stiitzstellen in diesem Intervall

a
gewihlt. Die dazugehdrigen Stiitzpunkte werden durch Polynominterpolation (Lagrangepolynome)
approximiert und das erhaltene Polynom integriert um die Fléche zu berechnen.

15.2.2 Rechtecksregel (n = 0)

Stiitzstelle xq in [a, b], Interpolationspolynom ist eine konstante Funktion auf Hoéhe f(x). Somit
gilt:

b
/ F@)de~ (b—a) - f(zo)

zo kann links (zo = a), rechts (zo = b) oder in der Mitte (zo = 2F2; Mittelpunktsregel) des
Intervalls gewahlt werden.

15.2.3 Trapezregel (n =1)
Annéherung durch ein Trapez mit den Eckpunkten (a,0), (b,0), (a, f(a)), (b, f(b)):

b b—a
[ f@yde 220 (1@ + £0)

15.2.4 Simpsonregel (n = 2)

Annéherung durch ein ,Rechteck mit Parabel oben drauf*:

/abf@)dm S (r s () o)
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15.2.5 Newtons 3/8 Regel (n = 3)
b —a
[ @) dem Bt (f@) 4 37() + 3f(w) + )

b—a
3

ri=a+1i-h h =

15.2.6 Fehlerabschitzung
Mittelpunktsregel: O(h3), (h = b — a)

Trapezregel: O(h3), (h =b— a)

e Simpsonregel: O(h°), (h = %5%)

Newtons 3/8 Regel: O(h®), (h = b_Ta)

15.3 Iterierte Newton-Cotes-Formeln

Da Newton-Cotes-Formeln hoheren Grades problematisch sind, wird das Integrationsintervall in
mehrere gleich grofse Teilintervalle unterteilt und auf jedem Intervall eine Newton-Cotes-Formel
niedrigen Grades angewendet (z. B. Trapezregel oder Simpsonregel).

15.3.1 Trapezsumme

b
/ fla)de = Ty 3h(f(;)+f(a+h)+f(a+2h)+...+f(a+(n1)h)+f(2b))

15.3.2 Simpsonsumme

g(f(a)—|—4f(a+h)—|—2f(a+2h)—|—4f(a+3h)+...+2f(a+(n—l)h)+f(b))

b
/a f@)dz ~ S8, ) =

15.3.3 Fehlerabschitzung

e Trapezsumme: O(h?), (h = £=9)

n
:b;a)

e Simpsonsumme: O(h?), (h =

15.4 Romberg-Quadratur

Erhoht durch Extrapolation die Genauigkeit der numerischen Integration. Dabei werden aus zwei
berechneten Approximationen durch Trapezsumme (mit unterschiedlicher Schrittweiten) eine neue
bessere Approximationen berechnet.

h=1 Toa =17

0 0
0 Tos=Ty _ g1
Tos + =% =15

h=05 05 =10, Ly

0 0 1 1
0 Toos=Tos _ 1 1 Too5=Tos _ 2
Th9s + =255 =125 Th95 + =3 =T§.25

h=025 T0% =10, =2

pY

1 1
0 To105=To05 _ 2
Toa05 + 35572 = 15195 —

Ll vy

vl

0 0
_ 7‘1).125 — 70 0 To.195=Th05 _ 1
h =0.125 0,1 — TO.125 TO.125 + 22 1 s = TO.125
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Allgemein gilt folgende Formel zum Berechnen von Ty (h Schrittweite, k Anzahl der Extrapo-
lationen):

k—1 k—1
Th — T2h

k k—1

16 Iterative Verfahren

16.1 Banach’scher Fixpunktsatz

Wenn eine Funktion ¢(z) in einem Intervall selbstabbildend und eine Kontraktion ist, dann gibt
es in diesem Intervall einen Fixpunkt T und fiir jeden Startwert in diesem Intervall konvergiert

Tit1 = ¢(z;) gegen .
16.2 Nullstellenbestimmung
16.2.1 Newtonverfahren

Bestimmung der Tangente am Punkt (x;, f(z;)), Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse ergibt
Tit1-

f(xi)

Tit1 = T4 — ()
7

Lokal quadratisch konvergent.

16.2.2 Sekantenverfahren

Bestimmung der Sekante durch zwei Punkte (z;, f(z;)) und (z;41, f(2;41)), Schnittpunkt der Se-
kante mit der z-Achse ergibt x;42.

Ti - f(@i1) — Tig1 - fl23)

f($i+1) - f(xi)

Lokal konvergent (bei Stetigkeit und einer Nullstelle im Intervall).

Tig2 =

16.2.3 Bisektionsverfahren

Analog zur Binirsuche: Auswerten der Funktion am linken Rand (a), in der Mitte (%) und am
rechten Rand (b) des Intervalls. Suche wird in dem Teilintervall fortgesetzt, bei dem die Funkti-
onswerten an den Radndern unterschiedliche Vorzeichen haben.

Konvergiert immer gegen eine Nullstelle.

16.2.4 Regula falsi

Sekantenverfahren bei dem jeweils das Intervall mit Vorzeichenwechsel gewéhlt wird.
Konvergiert immer, aber langsamer als Sekantenverfahren.

16.2.5 Abbruchkriterien

® i = imax (feste Anzahl von Tterationen)

[|zit1 — x;|| < € (Genauigkeitsschranke fir z;)

|F(z;)] < e (fiir die Nullstellensuche)

|®(x) — x| < e (fiir die Fixpunktsuche)
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16.2.6 Konvergenzordnung

Iterationsfolge x;, exakter Wert T

Lineare Konvergenz (p = 1) Fehler verkleinert sich pro Iteration linear
Je<1l:|wyr — 7| <c-|zx; — T

Hohere Konvergenzordnungen Fehler verkleinert sich pro Iteration um eine Potenz

de<1: |y — 7| < ez, — TP

Fixpunktiteration: mindestens linear konvergent

Newtonverfahren: quadratisch konvergent fiir einfache Nullstellen; linear konvergent fiir mehr-
fache Nullstellen

e Sekantenverfahren: p = 1.62

Bisektionsverfahren und regula falsi: etwa linear konvergent

16.3 Lineare Gleichungssysteme
16.3.1 Vektoriteration

Die Vektoriteration ist eine Fixpunktiteration fiir eine lineare Abbildung;:

O(x)=Vz+d

ziy1 = Va; +d Iterationsvorschrift

Konvergiert falls alle Eigenwerte von V' betragsméfig kleiner 1 sind.
Zum Losen eines LGS wird z* = Vx + d auf Az = b angewendet und es gibt sich die Fixpunk-
titeration.

Ti+1 = (E - BilA)LEi + Bilb

16.3.2 Jakobi-Verfahren
Das Jakobi-Verfahren verwendet fiir B den Diagonalanteil von A:
B = diag(A) =: D

Dies ergibt mit A = L + D + R (L untere Dreiecksmatrix, D Diagonalmatrix, R obere Drei-
ecksmatrix) folgende ITterationsvorschrift (V ist die Iterationsmatrix des Jakobi-Verfahrens):

Tiy1=(E—D7'A)-2;+ D7 'b
Tiy1 =D YL+ R)-x; +D '
N————
Vi

Konvergiert falls der Spektralradius r kleiner 1 ist: 7(V;) < 1. Es gelten allerdings vereinfachende
hinreichende Kriterien fiir die Konvergenz:

o [[|V;]]] <1 (mit beliebiger Norm)

e Starkes Zeilensummenkriterium: Diagonalelement in jeder Zeile betragsméfig grofer als Sum-
me der Betriage der anderen Eintrage

e Starkes Spaltensummenkriterium: analog

e Schwaches Zeilen- und schwaches Spaltensummenkriterium
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Zur Berechnung verwendet man nicht die Matrixdarstellung, sondern folgende Vorschrift (i
Iteration, j Zeile):

7
bj — E ajkTy,

i+1 k#j

T

ajj
Es wird dabei also jeweils die Werte in der Matrix in einer Zeile mit dem entsprechendem Wert
von x; multipliziert, von b abgezogen und durch den Wert in der Matrix auf der Diagonalen geteilt.

16.3.3 Gauf-Seidel-Verfahren
Ahnlich zum Jakobi-Verfahren, allerdings wird B = L + D verwendet:

Tip1=(E—(L+D) Ay z; + (L+ D) '
zip1=—(L+D)'R-2;+ (L+D)"'b
Vas
Gleiche Konvergenzkriterien wie beim Jakobi-Verfahren mit einem Zusatz: Falls A positiv definit
ist konvergiert es ebenfalls. Auch gilt fiir den Spektralradius 7(Vgs) = r(V;)?, somit konvergiert

das Gauf-Seidel Verfahren schneller als das Jakobi-Verfahren.
Zur Berechnung verwendet folgende Vorschrift (i Iteration, j Zeile):

Jj—1 n
i+1 i
b — E a;rT, " — E a;jLTy,
; k=1 k=j+1
:r:;.+1 =

ajj
i+1

Im Unterschied zum Jakobi-Verfahren werden neu berechnete Werte fiir 27" zur Berechnung

der folgenden x?jl—Werte (k=j+1,k=j+42,...) verwendet, und nicht wie beim Jakobi-Verfahren
erst fiir x;.+2.
Bei der Programmierung braucht man somit keine Kopie des Arrays fiir die z-Werte sondern

kann auf einem Array arbeiten.

16.4 SOR-Verfahren

Das SOR-Verfahren sorgt fiir eine beschleunigte Konvergenz, indem man mithilfe eines Relaza-
tionsparameters w die ,Richtung* des Verfahrens beeinflusst. Hier wird mithilfe des gegebenen
Parameters der neue und alte z-Wert gewichtet.

Jj—1 n
i+1 i
bj—g ajrT, " — E ajLTy,
k=1

k=j+1

x§+1:(1—w)~x§+w- -
73

16.5 Partielle DGL

4. 92 2u  8u
Laplace-Gleichung: Au =0 (mit A = ; 87:1312)’ fiir 2 Dimensionen gilt Au = 922 + o2
Poisson-Gleichung: Au = f (mit beliebiger Funktion f)
Q) eingeschriankter Definitionsbereich auf dem die DGL gilt, 92 Rand des Definitionsbereichs.
Nebenbedingung kann z. B. sein, dass eine Funktion g auf dem Rand gilt: u|sq = gloq (Dirichlet-
Nebenbedingung)

Diskretisierung von €2 mit Maschenabstand h.
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Die Ableitungen lassen sich im R? folgendermafen approximieren (diskretisiert):

*u  u(x—1,y) — 2u(z,y) +u(z +1,y)

o2 h?
Puu(z,y —1) = 2u(z,y) +u(z,y +1)
oy? h?

Insgesamt (diskretisiert):

Az, y) Fu(e —1,y) Fulr+ 1,y) +ulz,y — 1) +ul(z,y + 1)

Au %

Damit kann die Systemmatrix aufgestellt werden, die dann z. B. mit dem Gauf-Seidel gelost
werden kann.

17 Nichtlineare Optimierung

17.1 Lagrange Multiplikatoren

Ziel: Minima von f : R™ +— R unter m Nebenbedingungen ¢;(z) = 0,¢92(z) = 0,...,gm(z) =0
finden.

Am Extremum sind die Gradienten der Funktion F' und die Nebenbedingungen g; parallel
zueinander. Wegen ihrer unterschiedlichen Lénge fithrt man noch Skalare A; ein (die Lagrange
Multiplikatoren):

VFE(z)=MVg(z)+ ...+ A Vgm(z)

m

VF(z) + Z Aigi(z) =0

17.2 Sekantenverfahren

Man hat 2 Punkte x¢ und z; als Startwerte gegeben.
Graphisch:

e Verbinde f(xzg) und f(z1)
e Am Schnittpunkt mit der z-Achse ist der neue Punkt.
Formel:

it =T~ i @)

17.3 Newton-Verfahren im R"

Zur Nullstellenbestimmung von F': R™ — R", mit Jakobi-Matrix J von F.
Tit+1 = Ty — J_l(l‘i)F(.%'i)

17.4 Abstiegsverfahren

Startwert xo € R™, Schrittweite tg, Suchrichtung sy € R™. Falls , > 0 und s; - VF(x;) < 0 so
spricht man von einem Abstiegsverfahren. Iterationsvorschrift:

Tig1 =Ti+ 7T 5

Schrittweite und Suchrichtung muss fiir jeden Schritt neu berechnet werden.
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17.5 Gradientenverfahren

In jedem Schritt muss zuerst Suchrichtung s; = —grad(Q) und dann Schrittweite 7; bestimmt
werden.

- _ (A.’L‘l + b)Tsl
¢ S;»TA S;

Der Gradient der Matrix ist grad(Q) = 2(Az + b). Zur Berechnung des neuen Wertes wird die
Formel des Abstiegsverfahrens benutzt.

Goldener-Schnitt-Verfahren
e Starte mit 3 Werten a < b < c fiir die gilt: f(a) > f(b) < f(c).
e Wihle neuen Punkt d: a < d < c.

o Ist f(d) < f(b) wahlt man das Tripel mit d als mittleren Punkt, sonst mit b als mittleren
Punkt.

d wird so gewéhlt, dass es die Strecke im Goldenen-Schnitt teilt.

Quadratisches Funktional Fiir ein quadratisches Funktional der Form F(z) = 27 Az+2b" 2+,
positiv definite n x n-Matrix A, n-Vektor b, Konstante ¢ gilt exakt:

S; = —2(Aa:i + b)
B sTb + sT Ax;

t; =
T
s; As;

17.6 cg-Verfahren

u und v sind konjugierte Richtungen falls gilt: u” Av = 0

Das cg-Verfahren (conjugate gradients) findet theoretisch in n Schritten (im R™) das Minimum,
wegen Rundungsfehler wird es aber haufig iterativ angewendet.

Erster Schritt mit dem Gradientenverfahren, dann Bestimmung von s; durch Losen der Glei-
chung sT A sg = 0, also s,ey = Sq1¢ konjugiert zu A.

18 Komplexitaten

18.1 Rechenaufwand

Anmerkung: Bezogen immer auf (n x n)-Matrizen bzw. n-Vektoren.
e Matrix mal Vektor: O(n?)
e Matrix mal Matrix: O(n?)
e Matrix mal Vektor, wenn Matrix von Rang 1: O(3n)
e Zwei tridiagonale Matrizen: O(n?)
o Skalarprodukt/Inneres Produkt zweier Vektoren: O(2n)
e Vektorprodukt/Kreuzprodukt/Auferes Produkt zweier Vektoren: O(3n)
e Gauf’sches Eliminationsverfahren: O(n?)
e LR-Lésen einer Matrix: O(n?) (mit Riickwértseinsetzen)
e LR-Lésen einer m-diagonalen Matrix: O(n - m + n?)

e QR-Losen: O(n?), n? Multiplikationen, n(n — 1) Additionen.
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Least Square: O(n?)

Vorwirts-/Riickwiirtseinsetzen: O(n?)

Loésen fiir Tridiagonalmatrizen: O(n)

Losung mittels THOMAS-Algorithmus: O(n) (fiir tridiagonale Matrizen)

Berechnen des Betrags der Determinante, wenn LR-/QR-Zerlegung bekannt ist: O(n)

Ein JACOBI-Schritt: O(2n?), ein GAUSS-SEIDEL-Schritt: O(2n?)
Auswerten eines einzelnen DE CASTELJAU-Schrittes mit n Kontrollpunkten: (9(”—;)

Midpoint-Subdivision mit n Kontrollpunkten pro Rekursionsschritt: O(";)
Vorsicht! Bei jedem Rekursionsschritt entstehen n — 1 zusétzliche Punkte!

AITKEN-NEVILLE: O(n?)

Filtern mit (k x k)-Filter:
Multiplikationen: separierbar: O(2 - k - n?), nicht separierbar: O(k? - n?)
Alle Operationen: separierbar: O(2 - (2 - k - n?)), nicht separierbar: O(2 - (k% - n?))

Auswerten eines Polynoms vom Grad n mittels HORNER-Schema: O(n)

18.2 Fehler

Anmerkung: Bezogen immer auf dquidistante Schrittweite h.

Nearest Neighbor: O(h)

Stiickweise lineare Interpolation: O(h?)
Mittelpunktsregel: O(h?)

Trapezregel: O(h?)

SiMPSON-Regel: O(h®)

Newtons 3/8-Regel: O(h®)
Trapezsumme: O(h?)

Simpsonsumme: O(h*)

Catmull-Rom: O(h?3)

18.3 Konvergenzordung

Monte-Carlo: O(n™2)

Fixpunktiteration: mindestens linear konvergent

NEWTON: quadratisch konvergent fiir einfache, linear konvergeht fiir mehrfache Nullstellen
Sekantenverfahren: p = 1.62

Bisektionsverfahren und regula falsi: etwa linear konvergent
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