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Aufgabe 1) Bestimmen Sie mittels Separation die Ldsung der folgenden Anfangs-
wertaufgaben:

a) y'(t) = —exp(t +y(t)), y(0) = —In2.
Losung:
y exp(—y) = —exp(t) (2 Phkte)
—exp(—y(t)) + exp(In2) = —exp(t) +1 (2 Pkte)
exp(—y(t)) = exp(t) +2—1
y(t) = —In(exp(t) + 1) (1 Pkt).

b) ty'(t) —y(¢t) = tlnt, y(1) = 1. (¢t > 0.)

Hinweis: Beniitzen Sie fiir b) die Substitution u(t) = @

Losung:
u(1) = @ —1 (1 Pkt)
W (t) = y’it) B yg) _ ty’(t)t; y(t) _ Int (2 Phte)
B In(t)  In?(1)
u) —u(t) = P
() = 142 2(15)

Nachpriifen;
y(1) =1
1 t2Int  y(t)
't) =1+ = In? = Int.
y'(t) + 5 (t) 5 ¢ " +1Int

(545 Punkte)

Aufgabe 2) Wir betrachten die Differentialgleichung
y"(t) = —y'(t) + 2y(t) — exp(—2t).

a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der zugehdrigen homogenen Gleichung.

Losung:
Zugehérige homogene Gleichung: P(D)y;, = 0 mit P(D) = D*+ D -2 =
(D+2)(D—-1)

Fundamentalsystem: exp(t), exp(—2t).

b) Bestimmen Sie o und die Ordnung des Polynoms p fiir den Ansatz einer parti-
kuldren Losung der Form y,(t) = p(t) exp(at).

Losung: o = —2, Polynom Ordnung 0+1 = 1.

c) Bestimmen Sie eine partikuldre Lésung der Differentialgleichung.

yp(t) = Ctexp(—2t)

(D —1)(D + 2)y, = — exp(—2t)

(D +2)y, = Cexp(—2t)

(D —1)(D + 2)y, = (—2C — C) exp(—2t) = —3C exp(—2t)
yp(t) = 3 exp(—2t)

d) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

L6sung:

t
y(t) = 3 exp(—2t) + C7 exp(t) + Cs exp(—2t)
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e) Losen Sie mit d) die zugehdrige Anfangswertaufgabe y(0) = 0, y'(0) = 0.

y(t) = Lexp(—2t) — & exp(t) + § exp(—2t)

(242424242 Punkte)

Aufgabe 3) Sei
f(z,y,2) :$2+y~z Vx,y,z € R.

Wir wollen f minimieren und maximieren auf der Einheitskugel K7, d.h. unter der
Nebenbedingung

g,y 2) =22+ +22—1=0.
a) Warum existieren Extremalstellen von f auf K iiberhaupt?

Losung: g(x,y,2) =22 +y? +22 -1

g stetig = ker g geschlossen

ker g geschlossen und begrentzt = ker g Kompakt
[ stetig und ker g kompakt = Im¢(ker g) kompakt

b) Geben Sie die Lagrangefunktion £(x,y,z,\) an.
L6sung:

L(z,y,2) =2 +yz+Nz? +y? + 22— 1)

c) Berechnen Sie die kritischen Stellen der Lagrangefunktion und geben Sie die
Minimal- und Maximalwerte von fx, an.

Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille z = 0 und = # 0.
(1. Fall 2,5 Punkte, 2. Fall 2,5 Punkte, Min 0,5 Punkte, Max 0,5 Punkte)

L6sung:

O =2z +2X\x (1)

Oy =2z+2\y (2)

0. =y+2xz (3)

=2 +y*+22-1 (4)
o Fall z =0:

,0,0) = f(—1,0,0) = 1 (MAX)

(24246 Punkte)

Aufgabe 4)

a) Beantworten Sie jeweils fiir K = 5 und fiir & = 9 folgende Fragen:

(i) Existiert zu X = 3 in Z/kZ das inverse Element X* € {0,1,...,k—1} bzgl.
der Addition “+" und bzgl. der Multiplikation in (Z/kZ)*?

(i) Wie lautet jeweils X* im Falle der Existenz?

L6sung:

Fir k = 5: k ist eine Primzahl also (Z/kZ)* = {1,...,k — 1} und 3 ist
invertierbar fur “."

ek=5

—3 =5 2, Inverse von 3 fiir + ist 2

3.2 =06 =5 1, Inverse von 3 fiir . ist 2

ek=9

—3 =g 6, Inverse fiir + ist 6.

9.9.7(3,9) = 3 # 1, Inverse fiir . existiert nicht
(3 ¢ (2/9z)" = {[1],[2], [4], 5], [7], [8]} -)

( (i) 3 Punkte, (ii) 3 Punkte )




b) In der Priifziffer
43891484 X9

ist die letzte Ziffer Xg unlesbar. Rekonstruieren Sie diese aus der Priifgleichung

8
Xo==> (24 (~-1)))X; mod 10.

j=1

Losung: dh.g1=1,92=3,93=1,94=3, ...

Xo = —-[4433+8+4+39+1+34+8+3.4] mod 10
= —[4—-148+7+1+2] mod10
= —11 mod 10
= —1 mod 10
= 9 mod 10.

(644 Punkte)
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