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Aufgabe 1) Bestimmen Sie mittels Separation die Ldsung der folgenden Anfangs-
wertaufgaben:

a) yl = t—f——;}l/—l’ y(O) =1
Hinweis: Berechnen Sie die Lésung in der Form h(t, y(t)) = 0.

Losung:
Siehe Aufgabe A27:
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d.h. h(t,y(t)) =0 wobei

1 1
h(t’y):y—t+§ln(2y+2t+1)_1_n7_

(Randwerte nachpriifen: h(0,1) = 0.)

(((((( Bemerkung:

Kritische Lésung: 2u —1=0, u= 3, y(t) =u(t) -t —1= -1 —¢.

1
2

(Nlachprufen. t-s;il =T = —1 =y/. Gilt z.B. fiir Anfangswert y(0) =
-1)
)

b) " +y =1,4'(0) =0, y(0) = 0.

Losung:

e Mittels Separation:
z:=1y

Z+z2=1, z(0) = 0.

—In 'ﬁfl(t)' =t und 2(0) =0

|1 — z(t)| = exp(—t) und z(0) =0

z(t) =1 — exp(—t)

y'(t) =1—exp(-t), y(0) =0

y(t) =t +exp(—t) — L.

¢ Mittels Ansatz im Forme der Rechte Seite:
Zugehérige homogene Gleichung: P(D)y;, = 0 wobei P(D) = D? + D =
D(D+1)

Nullstellen von P: 0, -1

Fundamental System: 1, exp(—t)

Allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Gleichung:
yn(t) = C1 + Cy exp(—t).

Rechte Seite 16st die Homogene Gleichung.

yp(t) = p(t).exp 0.t, p Polynom, Grad(p) = grad von Polynom im Rechte
Seite + grad von 0 als Nullstelle von Charakteristische Polynom P = 1.

!
P(D)y, = (D*+ D)y, = Dy, =1
= yp(t) = t+ Konstante
Allgemeine Losung:
yn(t) +yp(t) = C1 + Carexp(—t) +t
Anfangswerte = —Cy +1 =0, Cy +Cy, = 0.
y(t) = —1 + exp(—t) +¢.
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Aufgabe 2) Wir betrachten die Differenzialgleichung Losung:

4y" + 4y’ + 2y =0. (a)
i ie ei L(z,y,T,\) ==f+Xg=(x—T)+(y—27)> + A(2* —y*> — 1)
a) Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem. T,Y,14,A) = g=z Y -y .
Losung: Die Gleichung ist homogen. P(D)y = 0 wobei P(D) = 4D? + (b) 9(0,y,T) = —y* =1 <0.
4D +2 =4(D — H4) (D - 1) (c)
reelles Fundamentalsystem: exp(—%) cos §, exp(—%) sin 3. ,
— 6£ .
(1) 5= = 20-T) + 222220
b) Lésen Sie mit a) die zugehérige Randwertaufgabe y(0) = 0, y(1) = 1. or |
~~
Losung: Allgemeine Losung: (2) Qiy = 2(y—2T) -2\ =70
t t t !
_ _t L in - oL
y(t) = exp(=3) (Cl cos 5 + Czsin 2) (8) 37 = 2AT—a)+420 -y =0
1 1 (4) =% = 22—y —-17=20
y(1)=1 wundC, =0= exp(—i)Cg sin 3= 1 2
1—¢ sint Fiir eine kritische Stelle so dass x = 1" # 0 dann A = 0, y = 2T = 2z,
y(t) = exp( 5 )sin . 22 —y? = (1 —22)2% < 0, Widerspruch.
2
(d)
B e Nach (1): A = =2,
(444 Punkte) In (2): 2(y — 2T) = 2(T — x) 2.

(27 —y) = —(T - ).
In(3):2(T —z)—4(T —2)2 =0
Aufgabe 3) Berechnen Sie mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren den n (3): A z) ( ©)

(minimalen) Abstand der Hyperbel 27 =1
H = {(z,y) e R*z® -y =1 y=2
toyy e Bl =1} In (4): 22(1— ) =1
zur Geraden 2 _ 4
xr~ = 3
G :={(T,5) e R?*|S = 2T}. In (Xin (1)) = (A in (2)):
Hinweis: Das Abstandsquadrat zweier Punkte (z,y) € R? bzw. (T,2T) auf G ist L_1=1- 2% =1-4%
fla,y,T) = (x = T)*+ (y — 2T)*. T =2
_ 2z
Minimieren Sie f unter der Nebenbedingung (z,y) € H, d.h. T=%
( T) 2.2 1_0 o Berechnen Quadrat des Abstand:
g\r,y, = -y —1=0U
2 4.3 12
Sie diirfen davon ausgehen, dass das globale Minimum existiert und eine kritische (T—2)* = 1’2(5 -1)? = 5(5)2 = 95
Stelle ist. 9 9 1 4 9 4 3 ) 3
Zwischenschritte: (y—2T)? = = (5 _ 3) — 5(7170) = o
(a) Berechnen Sie zunéchst die Lagrangefunktion L(z,y, T, ).
(b) Zeigen Sie, dass Punkte mit 2 = 0 nie die Nebenbedingung erfiillen.
(c) Zeigen Sie, dass Punkte mit « = T' # 0 keine kritische Stellen von L sein kénnen, Abstand = 15 §
da dies wieder auf einen Widersprich zur Nebenbedingung fiihrt. 25 5

(d) Bestimmen Sie aus 25 = 0 zunichst A in Abhingigkeit von z, 7.




(12 Punkte)

Aufgabe 4) (Algebra)
Wie lang darf ein Wort (z1,...,2,+1) gebildet aus der Ziffernmenge {0,1,..., 8}
hochstens sein (d.h. wie groB darf n sein) damit eine Priifgleichung der Form

n+1
Z g;r; =cmod 9

Jj=1

alle Einzel- und Vertauschungsfehler erkennt, sofern sie nicht gleichzeitig vorliegen.
Bestimmen Sie alle Mengen aus denen dann die Gewichte gewahlt werden diirfen.

Losung;:

e Einzelfehler: g9T'(g;,9) =1firj=1,...,n+1, also

9j € {15 2747 57 7? 8}

e Vertauschungsfehler: ggT'(g; — g;,9) = 1 Vi # j.

g Mogllche 9j#i
(+1, +2, +4, +5, +7, +8)
2,-,5 -8 -
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1. Fall: 1 ist Gewicht. Dann sind noch die Gewichte {2, 5,8} zugelassen.
a) 2 ist Gewicht — 5,8 fallen weg

b) 5 ist Gewicht — 2,8 fallen weg

c) 8 ist Gewicht — 2,5 fallen weg

Also nur Gewichte aus jeweils {1,2}, {1,5}, {1,8}.

2. Fall: 2 ist Gewicht. Dann sind noch die Gewichte {1,4, 7} zugelassen.
a) 1 ist Gewicht — 4,7 fallen weg

b) 4 ist Gewicht — 7,1 fallen weg

c) 7 ist Gewicht — 1,4 fallen weg

Also nur Gewichte aus jeweils {1,2}, {2,4}, {2,7}.

3. Fall: 4 ist Gewicht. Dann sind noch die Gewichte {2, 5, 8} zugelassen.
a) 2 ist Gewicht — 5,8 fallen weg

b) 5 ist Gewicht — 2,8 fallen weg

c) 8 ist Gewicht — 2,5 fallen weg

Also nur Gewichte aus jeweils {2,4}, {4,5}, {4, 8}.

4. Fall: 5 ist Gewicht. Dann sind noch die Gewichte {1,4, 7} zugelassen.
a) 1 ist Gewicht — 4,7 fallen weg

b) 4 ist Gewicht — 1,7 fallen weg

c) 7 ist Gewicht — 1,4 fallen weg

Also nur Gewichte aus jeweils {1,5}, {4,5}, {5,7}.

5. Fall: 7 ist Gewicht. Dann sind noch die Gewichte {2,5, 8} zugelassen.
a) 2 ist Gewicht — 5,8 fallen weg

b) 5 ist Gewicht — 2,8 fallen weg

c) 8 ist Gewicht — 2,5 fallen weg

Also nur Gewichte aus jeweils {2, 7}, {5,7}, {7,8}.

6. Fall: 8 ist Gewicht. Dann sind noch die Gewichte {1,4, 7} zugelassen.
a) 1 ist Gewicht — 4,7 fallen weg

b) 4 ist Gewicht — 1,7 fallen weg

c) 7 ist Gewicht — 1,4 fallen weg

Also nur Gewichte aus jeweils {1, 8}, {4,8}, {7,8}.

Da alle Vertauschungsfehler erkannt werden sollen miissen die Gewichte paar-
weise verschieden sein.

—n=1
Gewichtesmengen:

{1,2} {1,5} {1,8} {2,4} {2,7} {4,5} {4,8} {5,7} {7,8}

(8 Punkte)
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