I] verteilungen

Ein Verteilungswiki, dass durch die Teilnehmer/innen erstellt wird. Zur Prifung zugelassen.

Diskrete Verteilungen

Seiteniibersicht [Ausblenden]
1 Empirische Verteilung
2 Gemischte Verteilung
3 Laplace Verteilung
4 Bernoulli-Verteilung
5 Binomialverteilung
6 Geometrische Verteilung
7 Poisson-Verteilung
8 Dirac-Verteilung
9 Hypergeometrische Verteilung

10 Negative Binomialverteilung
Ubersicht
1 Empirische Verteilung

A 1 - A
F,(x)=— Z 1ix;,00)(Xx), x € R, F), ist eine Realisierung von FX
n
i=1

2 Gemischte Verteilung
P¥ =q;Pf + a,PX, a;=1-qy
EX=a;E; X +a;E; X

3 Laplace Verteilung

Beschreibt ein Zufallsexperiment mit N gleichwertigen Ausgangen.

1
Plw)=—,w€Q

N
s o NE!

N2 -1

V. =2 -
arlX1=—5

4 Bernoulli-Verteilung

Verwendung: Zufallsexperimente mit genau zwei Ausgangen und der Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Kurzschreibweise: X ~ Ber,,
pPF(l-p'* falls x=0,1

WahrscheinlichkeitsmaR zur Bernoulli-Verteilung/z-Dichte: f(x | p) = {0 ¢
sonst.

Im allgemeinen gilt fiir die n-Fache Wiederholung eines Bernoulli-Experimentes (iber die Ergebnismenge Q = {0, 1}":

floi,...0p) =p* = p)" * mitk = Zwi
i=1

1-p x=0
Dichtefunktion: f(x) =4 p x=1
0 sonst

5 Binomialverteilung
Kurzschreibweise: B(n; p)

Beschreibt die Wahrscheinlichkeit, bei der n-Fachen (unabhangigen) Ausfuhrung eines Bernoulli-Experiments mit der Wahrscheinlichkeit p,
genau k Erfolge zu erzielen.
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Anzahl Kopf bei n-maligem Werfen einer Minzen (mehrfaches Ausfuhren eines Bernoulli-Exp., z.B. Mehrer Miinzwurfe hintereinander)
WahrscheinlichkeitsmaR zur Binomial-Zahldichte(Z)-Dichte: b(n; p; k) = (:) Pl

E[S,] =np

VarlSy] = np(1 - p)

B(n, p) = B(p)*...*B(p) (n-mal)

B(n, p) * B(m, p) = B(n + m, p)

npklein = B(n, p) kann fir groBe n durch z(np) angenahert werden

ngrop = F5 z¢(%) mita = np, ¢ = 1/np(1 — p)

6 Geometrische Verteilung
-Variante A:
Wkt. beim k-ten Versuch Erfolg zu haben (z.B. MUnzwurf)

Zshldichte: geo™ (p; k) = (1 — )"
Verteilungsfunktion: F(x) = P(X <x)=1—-(1-p)*,x >0

E[Z]= -
g 1
Var(Z) = —2p
p
Nb*(r, p) = geot (p)*. .. xgeo™ (p) (r-mal)
-Variante B:

Wkt. k Fehlversuche vor erstem Erfolg zu haben (z.B. Minzwurf)
z-Dichte: geo®(p; k) = (1 — g)¢°
Verteilungsfunktion: F(x) = P(X -1 <x)1 —=(1 - p)**U x>0

E[Z] = 1-»
p

1-
Var(z)= —2
p

7 Poisson-Verteilung
j’k
WahrscheinlichkeitsmaR zur Poisson-Z-Dichte: f(k) = n(A; k) = et o

Hierbei beschreibt A den Erwartungswert und die Varianz.

Sei Z ~ P(A) verteilt.
E[Z]=4
Var(Z) = 2

Faltung der Poissonverteilung:

7(A1) * m(d2) = 7(A1 + A2)

8 Dirac-Verteilung

Tritt meist als degenerierter Fall bei schlechter Parameterwahl von anderen Verteilungen auf (z.B. Bernoulli oder Binomial mit p = 0)

. ' . ' 0 x<b
Verteil funkt Dirac-verteilt Punkt b): F(x) =
erteilungsfunktion (Dirac-verteilt zum Punkt b): F(x) {1 b<x
X ~ &

E[X]=b

Var[X]=0

9 Hypergeometrische Verteilung

Urnenmodell mit markierten Urnen, ohne Zurtcklegen. K: Anzahl markeirte Kugeln gesamt, k: Anzahl gezogener markierter Kugeln, N:
Summe markierter und nicht markierter Kugeln, n: gezogene Kugeln.

K\  (N-K
h(N,K,n; k) = M

ElZ,]=n-

VarlZ,]=n




10 Negative Binomialverteilung

Zwischenwartezeiten auf den nachsten Erfolg bei einer Folge stoch. unabhangiger Bernoulli(p) Experimente. Wartezeit auf den r-ten Erfolg
entspricht r-facher Faltung der geo™ (p) Verteilung

In anderen Worten: Es beschreibt die Wahrscheinlich, dass n Versuche reichen, um r Erfolge zu erzielen.
+ k-1 r k—r
Nb™(r,p; k) = 1)? A =pF7 k=r,r1,..
r —

EW,] = L (No+)
P

Var[W,] = rd-p

pZ

NB(r, ps k) = (k tr-d

. )p’(l—p)k,k=0,1,...

w1 = "2 (o)

p
r(1 - p)
Var[W;] = ——
ar =
Nb*(r, p) = geo™ (p)*. .. %geo™ (p) (r-mal)

Nb*(r1 +r2,p) = Nb* (r1, p) * Nb* (r2, p)



Stetige Verteilungen

Seiteniibersicht [Ausblenden]
1 1 Riemann-Dichte/ stetige Dichte
2 2 Rechteckverteilung /Gleichverteilung
3 Exponentialverteilung
4 Beta(y, v) Verteilung
5 Gamma Verteilung
6 Normalverteilung
6.1 Standardnormalverteilung N'(0, 1)
7 X2 Verteilung
8 Student-t-Verteilung mit n Freiheitsgraden

Ubersicht

1 1 Riemann-Dichte/ stetige Dichte
b
P b) = Pat) = [ S

2 2 Rechteckverteilung /Gleichverteilung
Die Rechteck(a, b)-Verteilung oder auch R(a, b) ist wiefolgt definiert:
1 ..
f(x)={ b—a’ fiir x € (a, b),
0, sonst

Verteilungsfunktion fur R(a, b):

0, fir x < a,
F(x)=4 3=, fiirx € (a,b],
1, sonst
a+b
E[X]= —
(b—a)
Var[X] = TR

3 Exponentialverteilung

Hierbei beschreibt A eine Ereignisrate, z.B. wie haufig Ereignisse in einem Zeitintervall eintreten.

ae ™, x>0,

f(x) = ae™ 10,00 (X) ={ 0 x<0

Verteilungsfunktion von Exp(A):

_Jo, fir x <0,
Fey = { l—e™, x>0
E[X] = 1

"1

VarlX] = —
o

Exp(@) =To,1

Faltung der Exponentialverteilung:
Ien = Exp(@)%. .. * Exp(@) (n mal)

4 Beta(u, v) Verteilung

LWty -1, (1 = xyv-1
be,y(x) = T+ (V) X 1-x 0<x<1
0 5 sonst

14
Htv

E[X] =

5 Gamma Verteilung
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£ = %-x"‘l-e“”‘, ifx>0
0

, else
Mit I(v) = /°° x 1. e *dx
0
ra=1
T'v+1)=v-T'(v)
1
F(E) =z
r(vy=w-NlfirveN

Faltung der Gamma Verteilung:
Fa,ﬂ * 1—‘0:,v =lauty

X-Tay mit E[X] = 5
Var[X] = lz
o

6 Normalverteilung

kurz N'(a, 6?)
f&x) =

_(x—a)2
e 22 ,x€R

o\/2x

Verteilungsfunktion von N(a, 62):
f@=0—")xeR

c

Transformation zur Standardnormalverteilung:

X ~ N(u,6?)

Z = — ¥ fihrt dann 2w d(2) bzw,q)(xTT")
c
und Dichte
1, x—u
)= ;4’( )

Demnach gilt auch:

Px<X<y)=P

Faltung der Normalverteilung:

N(a, ) * N(b, i?) = N'(a+ b,6* + %)

Quantile:
N(ao?) _ N(O,1)
up% =a-— up% o

6.1 Standardnormalverteilung (0, 1)

_ip
O(x) = 2" dr.

1 /x
— e
V27 /-

<2
X~N@©,1) = H¥l(x) = { \/é ce 2 Lfallsx>0

0 , sonst



Standardnormalverteilung A(0, 1)

p(x)=—=e 7, xcR. (4.8)

Dichten verschiedener Normalverteilungen Miu, @)

0.8
1

06

0.4
|

0.2

7 X2 Verteilung

Var[X]=2n

IstX=N(0, 1), so hat FX* () = [20(,/ = D] - Loy ), ¥ € R
2 1

und fX° = ﬁtb(\/}) ‘1), y€R

und heif3t Chi(1)-Quadrat-Verteilung (X%) und ist gleich der Fl 1 Verteilung
2’2

X%:F =X%*...*X%(nmal)

1 n
272
8 Student-t-Verteilung mit n Freiheitsgraden

die Dichtefunktion

sind zwei stoch. unabhangige ZV X~N(0,1), Y,L~X§ gegeben, so hatdiezvV Z,, =
Y

n

+1
nT) t2 ntl

Zn — 1
0=ty



Mehrdimensionale Verteilung

Seitenuibersicht [Ausblenden]
1 Standardverteilung im R”
1.1 Standardnormalverteilung im R"

1.2 Normalverteilung im R"

Ubersicht

1 Standardverteilung im R”

1.1 Standardnormalverteilung im R"

X ~N(QO,1I,)
Dichte:

1 \n -1y1y
FXGty e x) = (—=)"e72

N

1.2 Normalverteilung im R"

SeiY =a+AX
Y ~N@,K)
mit K = AAT

Randverteilungen:
FurY = (Y3,...,Y,) N(a,K)-verteilt sind die ¥; N'(a;, k;;)-verteilt

Y ~ N(a, K)-verteilt mit K = diag(c?) « die ¥; sind stoch. unabhangig und N'(a;, 67)-verteilt
DichtefirY =a+ AX:

FO) = e () 200D
YV |det K| +/2%

Wichtige Werte:

E[Y]=a;

Kovarianzmatrix K = AAT mit kij = Kov(Y;,Y;) und k; = Var(Y;)
wegen EX? = 1und EX; X,k # 1, gilt: Kou(Y;, Y;) = AAT
Sonderfall:

IstY ~ N'(a, K) verteilt und Z = b + BY regulir, dann ist Z ~ N'(b + Ba, BKBT) verteilt.
* Gilt auch, wenn B € R™"
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