Ubersicht:
- Performance Optimierungen (,,gutes” C++, Wissen um die Hardware Architektur [Caches],
Expression Templates fiir effizientes Operator-Uberladen und ,,schénen” Code)
- Parallelisierung: OpenMP (gemeinsamer Speicher) und MPI (verteilter Speicher)
- Partielle Differentialgleichungen — Diskretisierung mit Finiten Differenzen
- Losen linearer Gleichungssysteme:
e Direkte Loser: Gauss-Elimination (LR-Zerlegung) [O(n?)]
e lterative Léser:
=  Jacobi, (red-black) Gauss-Seidel, SOR
= (quadratische Form), Steepest Descent, CD, CG [Krylov-Unterraum-Verfahren]

=  GMRES [Krylov-Unterraum-Verfahren] —| L
Gewdohnliche Differentialgleichungen Vorkonditionierung !

Simulationen brauchen:
- Viel Rechenleistung — Flops (Mega=6, Giga=9, Tera=12, Peta=15)
- Viel Speicher — Bytes
- Moore’s Law: Verdopplung der Transistoren alle 18 Monate (Takt nur langsam bzw. stagnierend)

Parallelitat:

- Superskalaritat (parallel arbeitende Funktionseinheiten — parallele Ausfiihrung mehrerer
Instruktionen) [— out-of-order execution, branch-prediction/speculative execution]

- Pipelining (Aufbrechen in abhédngige Stufen [ein ,,Clock-Cycle” pro ,Stufe“]: fetch/load — decode —
reserve registers — execute — ... — write back result) [— out-of-order, branch-prediction]

- Mehrere Kerne (Multicore)

- Mehrere CPUs auf einem Board (— gemeinsamer Speicher)

- Verteilter Speicher: Cluster Computing (schnelle Vernetzung) & Grid Computing (Internet)

Speicher-Wand (Memory-Wall — von-Neumann Bottleneck):
- Bandbreite (Busbreite x Takt) und ... [— ebenso Bandbreite & Latenz des Netzwerks]
- ... Latenz (viele Nanosekunden) halten nicht mit CPU (1Ghz — 1 ns) mit— Register, Caches
- Memory Interleaving: Aufeinanderfolgende Array-Elemente werden verschiedenen Speicherbanken
zugeteilt, auf die parallel zugegriffen wird (— verbessert Bandbreite/Durchsatz, nicht Latenz)

Der beste Algorithmus fiir eine Simulation zeichnet sich aus durch:
- Das beste Model fiir das Problem
- Die beste Diskretisierung (Adaptivitat!)
- Den besten Loser
- Die beste Implementierung (Ausnutzung der Hardware [— Parallelitat!])
- Gute Bibliotheken! (teilweise extrem optimiert flir bestimmte Hardware)

Caches:
- Halt Kopien aus dem RAM
- Niedrige Latenz und hohe Bandbreite
- Cache Hit = Speicher liegt im Cache — Cache Miss = Speicher muss aus RAM angefordert werden
- Problem: Konsistenz mit RAM = Cache Koharenz

Time y . . .
, e — erst mit hoher Hit-Rate H lohnt sich der Cache
H-Time ¢qc pe+(1—H)-Time yemory

- Assoziativitat:
e Direct mapped: jedes Speicherwort kann nur an genau eine Stelle im Cache (— schnell)
e Fully associative: jedes Speicherwort kann tberall hin im Cache (— teuer)

- Speedup =
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e Set associative: jedes Speicherwort kann an eine von k Stellen im Cache (— Kompromiss)
- Write-back (dirty bit) vs. Write-Through
- Ersetzungs-Strategie (z.B LRU)
- GroBe einer Cache-Line?
- Cache-Misses:
e Compulsory: erster Zugriff auf eine Speicherstelle
e (Capacity: Cache ist voll, Daten werden Uberschrieben und fliegen wieder raus
e  Conflict: zwei Speicherworter sind dem gleichen Cache-Slot zugeordnet (direct & set-ass.)

Code Optimieren/Beschleunigen:
- Schnelle perfekt optimierte Bibliotheken verwenden
- Compiler: den ,richtigen” mit den ,richtigen“ Compiler-Flags wahlen
- Array-Layout bei iterativem Zugriff (— , data-locality”)
- Gemeinsame algebraische Unterausdriicke temporar vorberechnen (Assoziativitat? Seiteneffekte?)
- Schleifen-Invarianten temporar vorberechnen
- Spezialbefehle der CPU verwenden (MMX, SSE, EM64T etc. — z.B. Multiply-Add)
e SIMD (klassische Vektormaschinen, CUDA, ...)
e Speicher-Alignment — Vectorization
e Intel Compiler— pragmas
e Richtig Effizient: gleich selber in Assembler schreiben (ansonsten zumindest den vom
Compiler erzeugten Assembler-Code kontrollieren)
- Instruction-Level-Parallelism
- Loop-Unrolling (Evtl. Sonderbehandlung fiir das Schleifenende notig) — Aufpassen, dass Register
nicht ,ausgehen” [kleine Schleifen evtl. komplett auflésen]
- Software-Pipelining (nicht so wichtig bei out-of-order Prozessoren) [,,Software-Prefetching”]
- Aliasing (verboten in Fortran — C++ muss ,vorsichtiger” vorgehen und , konservativen” Code
erzeugen)
- Funktionsaufrufe sind teuer (bis zu 100 CPU Zyklen) — Inline
- Data-Locality:
e Temporal Locality: Daten passen in den Cache und werden haufig daraus verwendet
(schwer zu erreichen)
e Spatial Locality: Alle Daten, die in den Cache geladen werden, werden mind. einmal benutzt
— Cache-Miss teilt sich Gber die ganze Cache-Line auf (durch geschickte Datenstrukturen
oft zu erreichen)
= Square-Blocking! (auch das machen Compiler, sofern die Schleifen nicht zu komplex
sind) [Vedoppelt Anzahl der Schleifen, kann sehr kompliziert werden]
- Zwei Schleifen (die [unter anderem] Uber die gleichen Daten laufen) zu einer zusammenfassen
- Cache-Thrashing: Problem bei Conflict-Misses — Losung: Dummy Elemente einbauen, damit
Speicherworter verschiedenen Cache-Slots zugeordnet werden (,,bése”: 2* Array-Dimensionen)
- IF-Anweisungen vor allem im Inneren von Schleifen vermeiden (— Schleifen aufspalten)
- Prefetching (mit anderen Berechnungen moglichst Speicher-Ladezeit Giberdecken)
- Compile-Zeit Auswertung von Funktionen — Expression Templates

Expression Templates:

- ,Schones Software-Design” vs. Effizienz

- Operator-Uberladen: Auswertung erst mit dem ,,=“-Operator durch Aufbauen eines Expression-
Objekts auf der rechten Seite (alles zu Compile-Zeit!) [kein temporéares Allokieren von Objekten!]

- Operationen wie +/-/*/etc. auf Expression-Objekte geben ein Expression-Objekt zuriick (dieses
bietet wie alle Expression-Objekte ,,[]“ als Zugriff an) [kein temporares Allokieren von Objekten!]

- Elementar wichtig, damit Compile-Zeit Auswertung funktioniert: inline!

- Ermoglicht einfache Parallelisierung mit OpenMP
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Finite Differenzen:

du 0
- grad(u) = Vu(x,y) = G50

a2 a?
- Dulx,y) = # + ﬁ = (V- Vu(x,y)

- Differenzenquotienten:
ou _ u(x+h)—u(x)

. —
ax

(vorwarts) — %(0 —11) [Konsistenz-Ordnung: 1 —0O(h)]

. Z—Z = W (rickwarts) — %(—1 10) [Konsistenz-Ordnung: 1 —O(h)]

° Z—Z = W (zentral) — %(—1 01) [Konsistenz-Ordnung: 2 — O(h%)]
2 _n)—

° ZTZ = ulah) Zi(zx)ﬂ(“h) - hl—z (1 —21) [Konsistenz-Ordnung: 2 — O(h%)]

"

- Taylor-Entwicklung: f(x + h) = f(x) + %f’(x) + gf” (x) + gfm () + Z—?f (x) + 0(h°)

- Vergleich analytische/exakte Losung mit nummerischer Lésung: Diskretisierungsfehler (durch die
Differenzenquotienten) und algebraische Fehler (durch den [iterativen] Loser)!

- Stabilitat: wenn das Ergebnis nur von den initialen Werten abhangt

- Theorem: wenn eine Diskretisierung stabil und konsistent mit der Ordnung p ist, dann konvergiert
die numerische Losung mit Ordnung p

Direkte Loser — Gauss-Elimination:
- Spaltenweise Elimination eines Zeilenelements (zusammen mit rechter Seite) [Pivotisierung]
- LR Zerlegung flir mehrere rechte Seiten (— Vorwarts- & Rickwarts-Substitution)
- Es gibt eine eindeutige L6sung, wenn die Matrix nicht-singular ist
- Exakte Losung (Rundungsfehler) nach einer endlichen Anzahl an Schritten
- Voll-besetzte Matrix — O(n)
- X-Diagonal-Matrix — O(n) ! (z.B. bei 1-dimensionalen gewdhnlichen Differentialgleichungen)
- Dunn-besetzte Matrizen
- Band-Struktur der Matrix bei strukturiertem symmetrischen Grid
- Allgemeine Steifigkeitsmatrizen bei FE: unstrukturiert
- Elimination: existierende Nullen werden wieder zerstort — ,fill-in“
- ,Gute” Nummerierung finden (2D: findet praktisch Anwendung — 3D: Elimination ist nicht effizient

genug)
Direkt: QR, Cholesky Zerlegung

Iterative Loser:
- Grundidee: Sequenz von approximierten Losungsvektoren, die hin zur Losung konvergieren (dabei
sollte die Berechnung eines Iterationsschritts ,,billig” sein und die Konvergenz ,schnell“ gehen)
- Gauss-Seidel [mit SOR - u**1 = (1 — w)uk + w(b —...)]
- xM = xk 4+ B71(b — Ax")
- |le**Y| < l1d — B All||e*|| - llld—B7tAll <1

- A=L+D+R:
e A=A+4+E - Ax**'=p—Exk
e Jacobi:

= X =D71(b - (L +R)x")
= xkH = xk 4 D71(h — AxY)
e Gauss-Seidel:
Y 5|

(L + D)1 (b — Rx¥)
= xk = xk 4 (L +D)1(b — AxK)
e Gauss-Seidel mir SOR: x**1 = x* + (L + %D)_l(b — Axk)
- Elliptische selbst-adjungierte partielle Differentialgleichungen fitihren zu symmetrischen positiv-
definiten FE Steifigkeits-Matrizen (Gauss-Seidel konvergiert immer)
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e Speziell bei finiten Differenzen: Gauss-Seidel konvergiert immer, wenn A strikt
diagonaldominant oder diagonaldominant und nicht-singular ist
- Speicherung der Matrix:
e Nur den Stencil
e Band-Matrix: Jedes Band in einem 1D-Vektor
e Unstrukturiert und diinn besetzt: CRS (jede Zeile Wert+Index)
- Abbruch-Kriterium der Iteration:
e Residuumr, =b—Ax, — 1, =A4e;
e Auch wenn || || klein ist heit das nicht, dass auch ||e; || klein ist (hdngt von der Matrix ab!)

Die quadratische Form:
- Positiv-definit: xT Ax > 0 Vx = 0 — alle Eigenwerte sind positiv!

- Quadratische Form: f(x) = %xTAx —bTx+c¢

- f'(x):%ATx+%Ax—b

- Aist symmetrisch: f (x) = Ax — b

- Aist pos.-def.: f(x) hat die Form einer parabolischen Schissel

- Ax = b kann gelost werden, indem das Minimum von f(x) gesucht wird

Steepest Descent:

- Residuum:1m, = b — Ax;,,

- Fehler:r, = —Ae;, mit e, =x, —x

- Schritt in die steilste Richtung (= Residuum): —f (x;) = b — Ax), = 1,

- Wie weit? Schnitt entlang der Richtung flhrt zu einer Parabel — wie weit bis zu diesem Minimum?
rkTrk

An diesem Punkt ist der Gradient orthogonal zum jetzigen! — rkT+1rk =0 - q = T
k k

- lterations-Schritt: x4 = X + ;1%
- Wenn Fehler ein Eigenvektor von A, dann Konvergenz in einem Schritt:

o Ty = —Aek = —Aeek
o e =¢e,tarn =0
- Allgemeiner:

e Fehler ausgedriickt als die Summe aus den Eigenvektoren
e Auch Residuum lasst sich dann als Summe der Eigenvektoren ausdriicken
e Wenn alle Eigenwerte identisch sind: wieder Konvergenz in einem Schritt
- Steepest Descent und CG: im Gegensatz zu Jacobi verringern sie nicht in jedem Schritt jede
Eigenvektor-Komponente. Manchmal kann eine einzige auch groRRer werden (euklidische Norm!).

- Energy-Norm: |le]|, = /(e Ae)

- Minimieren von f(x;) ist dquivalent mit dem Minimieren von ||e. || 4

K+1
- Unbestimmte Anzahl an Iterationsschritten bis zur Konvergenz!

K—1 . i
- lleklla < G)Flleglla mit k=722 llewrlla < llexlla
L

Conjugate Directions:
- ldee: Schritt in eine Richtung nur noch einmal:

alle Suchrichtungen senkrecht zueinander
e die Suchrichtung in Schritt k steht Senkrecht zum Fehler von Schritt k+1
e Man wire nach n Schritten bei x € R fertig (exakte Losung!)
e Problem: Fehler ist nicht bekannt

- Losung:
e Die Suchrichtungen sollen A-orthogonal zueinander sein: dl-TAdj =0Vi#]j
e D.h. die Suchrichtung in Schritt k steht A-Orthogonal zum Fehler von Schritt k+1

SiIWIR Seite 4 von 6 WS 2007/2008



e Das ist dquivalent mit dem finden des Minimums entlang der Suchrichtung d
e Ebenfalls fertig nach n Schritten

- Erzeugen der A-orthogonalen Suchrichtungen:

e Gram-Schmidt (Benutzen der Koordinaten-Achsen um die Suchrichtungen zu erzeugen)
e Um alle Suchrichtungen zu Berechnen: O(n?) Operationen (Gauss-Elimination!)
e Alle Suchrichtungen miissen gespeichert werden
- Findet immer die beste Losung im Unterraum span{d,, d;, ..., dj_1}, d.h. ||ej || 4 minimal —
ey = ey + span{dy,dy, ..., dr_1}

Conjugate Gradient (Verbesserung der Erzeugung der Suchrichtungen):

- Suchrichtungen werden aus dem Residuum erzeugt (nicht aus den Koordianten-Achsen)

- Residuum ist orthogonal zur den vorherigen Suchrichtungen und damit auch zu jedem vorherigen
Residuum:riTq- =0Vi#j

- 1;ist A-orthogonal zu allen d; mitj<i-1

- Umd, A-orthogonal zu allen vorherigen Suchrichtungen zu machen geniigt dj,_;

- dg =1 + X0 Brid; reduziert sich damit zu dy = 13, + Br—1dj_1

- Der Suchraum ist der Unterraum span{ry, 11, ..., Tx—1} = span{dy, Ady, A%d,, ..., A*1dy} =
span{ry, Ary, A1y, ..., A1} [Krylov Unterraum], dort wird die beste Losung gefunden

- e, = ey +span{dy,dy,, ..., dy_1} = ey + span{ry, Ary, A%ry, ..., Ak} =

€ + Span{Aeo,Azeo,A3eo, ,Ak eo}
- Der Fehler e, wird in der Energy-Norm minimiert, d.h. |[|e, |4 minimal
- Konvergenz nach n Schritten (Achtung: Rundungsfehler! Deswegen Residuum nach einigen
Iterationen explizit wieder berechnen mitr, = b — Axy,)

V-1
- Konvergenzanalyse: e, = P, (A)ey, ..., llexlls < 2(@)]‘”%”/1

- Vorkonditionierung:

e Komplexitdt von CG hangt von der Konditionszahl ab: k = Amar >1

e |dee: Die Konditionszahl verbessern

min

e Lose M~1Ax = M~ 1bh mit k(M~1A4) < k(A4)
e Z.B.: Mist der Diagonalteil von A
e SSOR, Multigrid,...

Suchrichtung Residuum A-qrthogonale A-qrthogonale
Richtungen Richtungen

Konstruktion der
Suchrichtungen

Koordinaten-Achsen

Aus den Residuen

Konvergenz

Unendlich viele Schritte

Hochstens n Schritte

Hochstens n Schritte

Komplexitat

0(kn)

0(xn)

Schlechte Konvergenz

Suchrichtungen missen
gespeichert werden,
rechenintensiv

Typische Komplexitdten bei Finite Differenzen und Finite Elemente Approximationen im 2D Fall:

- Gauss-Seidel: O(n?)
- SOR: O(n™)

- Steepest-Descent: O(n?)

- CG:0(n")
- CG-SSOR: O(n*?)
- CG-MG: O(n)
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- Krylov-Unterraum-Verfahren: n-ter Krylov-Raum: K, = span{b,Ab,Azb, ...,A"‘lb}

- GMRES findet die Losung x,, € K,,, fur die |11, = [|b — Ax,, ||, minimal ist (euklidische Norm!)
- Arnoldi Iteration findet orthogonale Vektoren q4, g5, ..., g, die eine Basis fiir K,, bilden

- Mit exakter Arithmetik Konvergenz nach hdchstens n-Schritten — es gilt: |1, 41112 < |72

- Geeignet auch fir nicht-symmetrische Matrizen!

- Im worst-case kann GMRES beliebig langsam konvergieren

- Vorkonditionierung!

Parallelitdt in SD, CD, CG und GMRES:
- Samtliche Vektor Operationen (trivial: zeilenweise unabhangig)
- Matrix-Vektor Multiplikation, explizit oder implizit (trivial: jeder Eintrag im Ergebnisvektor kann
unabhangig berechnet werden)
- Skalarprodukt: parallele Reduktion
- Normen-Berechnung: parallele Reduktion

Gewohnliche Differentialgleichungen:
- ... sind Differentialgleichungen, bei denen nur Ableitungen nach einer Variablen vorkommen
- Ordnung: hochste vorkommende Ableitung
- Anfangswertproblem: zu gegebenem x muss Bedingung erfiillt sein, z.B. y(xq) = yo,y'(xo) = Vi, e
- Gewodhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung n lassen sich auf ein System von n
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung umformen
- Lijserf(jr}'lzf(t,y) ’ }’(to)ZYO :
e Einschritt-Verfahren:
»  Expliziter Euler: yy 11 =y + Af (tk, Vi) » te = to + kh
* Implizierter Euler: Y41 = ¥ + Af (ts1, Vies1) » te = to + kh
» Klassische Runge-Kutta-Methode (f (t,y) an mehreren Stellen auswerten um auf
den nachsten Wert zu kommen):
Ye+1 = Yk +%g1 +§92 +§93 + 294 mit  g1-4 = hf (#, #)
= Konsistenz- und Konvergenzordnung:
e Expliziter und impliziter Euler: O(h)
e Klassische Runge-Kutta-Methode: O(h%)
e Mehrschritt-Verfahren:
= Zum nachsten Schritt mehr als nur den vorherigen Schritt mit einbeziehen —
hohere Konsistenzordnungen
=  Mittelpunkt-Methode:
* Vi1 = Yi-1+ 2hf (G, yi)
e  Explizite Zwei-Schritt-Methode der Ordnung 2
= Milne:

4h
* Vi1 = Y3 + 5 Cf (i, vi) = f k-1, Yie-1) + 2f (tk—2, Yie—2))
e  Explizite Vier-Schritt-Methode der Ordnung 4
= Adams-Bashforth:
h
* Y+t = Yk 57 (55F (te, yie) = 59f (tk—1, Yk—1) + 37f (tk—2, Yk—2) —
9f (tk—3, Yk -3))
e Explizite Vier-Schritt-Methode der Ordnung 4
= Simpson:
h
* Yit1 = Ye-1 3 (F (st Yierr) + 4f (e, yi) + f (-1, Yie—1))
o Implizite Zwei-Schritt-Methode der Ordnung 4
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