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0 Uber diese Zusammenfassung

Diese Zusammenfassung hélt fest was ich vor der Priifungsvorbereitung fiir potentiell re-
levant hielt. Die tatsdchliche Priifungsrelevanz ist héufig nicht gegeben. Ferner handelt es
sich hierbei lediglich um eine inoffizielle Zusammenfassung von Studenten, weshalb weder
Garantie auf Vollstdndigkeit noch auf Korrektheit gewahrleistet werden. Insbesondere
ist dies eine Zusammenfassung iiber den 5-ECTS-Stoff.
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1 Einfithrung

1.1 Grundlegende Eigenschaften der natiirlichen und ganzen Zahlen

e Modulo-Regeln

o euklidischer und erweiterter euklidischer Algorithmus

1.2 Der Fundamentalsatz der Arithmetik

Fundamentalsatz der Arithmetik:
Jede natiirliche Zahl ist eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellbar: n =

pit .. per

gcd(a, b) = Hpmin(apvﬂp)
P

lem(a, b) = HpmaX(ap,Bo)

p
ng((I, b) ’ lcm(a, b) =a- b7 da miH(Oép, Bp) + max(ap, Bp) = Qp + /Bp

1.3 Konstruktion neuer Primzahlen aus alten Primzahlen

Nette Zahlenfolge zur Primzahlfindung:
Es ist unbekannt, ob diese Folge sdmtliche Primzahlen enthélt.
q1:=2,q2 := 3,qr1 :=min{p: plq1g2...q — 1}
3,5,29,11,7,13,37,...

Mersennesche Zahlen M,,:
Die Folge M, =2" —1

Mersennesche Primzahl My,:

Primzahl M, = 2P — 1, wobei p eine Primzahl sein muss, damit M, eine sein kann.
= 2P — 1 € prime = p € prime

1.4 Die Primzahlzahlfunktion 7(z)

m(x),x € R:

m(x) = #{p <z}


mailto:christian.strate@fau.de

21. Februar 2016

Analytische Zahlentheorie
Christian Strate

Zusammenfassung des Wichtigsten (SECE) i crsemester 2014 /15

Dozent: Wolfgang M. Ruppert
Primzahlsatz:

lim n(z)logz _ 1

T—00

xT

logarithmisches Integral li(x):

X
li(z) = iﬂ%

T—00

logx

|m(z) — li(z)| < 3v/xlogz,z > 2Unter Annahme der Riehmanschen Vermutung
1.5 Die Landau-Symbole

Die Definitionen aus KompAlg:
Asymtotische obere Schranke:

f€0(g) & 3Ic>0.3ng>0.Vn>ng. f(n) <c-g(n)

Asymtotische Vernachléssigbarkeit:

feolg) ©Ve>0.3ng>0.Vn>ng. f(n) <c-gn)

Asymptotische untere Schranke:

f€Q(g) < Je>0.3Ing >0.Yn>mng. f(n)>c-g(n)

Asymtotische Dominanz:

few(g) & Ve>0.3Ing >0.Vn>ng. f(n)>c-g(n)

Asymtotische scharfe Schranke:

f€0(g) < 3cp>0.3c; >0.Ing >0.Yn>np. co-g(n) < f(n) <ci-gn)

1.6 Wie groB ist die n-te Primzahl?

Satz:
m(z) ~ ez & Pn~nlogn
im @ — im —Pn_ —
d.h. mh_}ng@ = 1 nh_{rolo logT 1
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1.7 Primzahlzwilinge

Primzahlzwillinge:
Wenn (p,p + 2) beides Primzahlen sind.
Die ersten Primzahlzwilinge neben (2, 3) sind (3,5) , (5,7), (11,13), (17,19), (29,31),
(41, 43), (59, 61), (71, 71), (101, 103), ...
m(x) = #{(p,p+2):p <z}
Man vermutet, dass es unendlich viele Primzahlzwilinge gibt.

X
. . . T dt
Es wird weiterhin vermutet, dass ma(x) ~ ¢ - oz ™ € %’ o 12

mit einer Konstanten ¢ =2 [] (1 — =) = 1.320...
053 ( (pfl)Q)

1.8 Kleine Abstinde zwischen Primzahlen

Hier gibt es eine Tabelle iiber Haufigkeit von Abstdnden zweier aufeinanderfolgender
Primzahlen. Interessant hierbei ist ein ziemlich genau alle 6-Intervallschritte ein Peek
existiert. D.h. Abstéande 6,12,18,... treten hdufiger auf als ihre umgebenen Absténde.
Diese Peek-Abstédnde verschieben sich gelegentlich, allerdings setzt sich das “alle sechs
Schritte” weiterhin fort.

Zur Zeit gibt es eine bewiesene Schranke (diese besagt allerdings nicht, dass jeder
Abstand so klein wird):

nli_{%o(pn—l—l - pn) < 600

1.9 GroBe Abstande zwischen Primzahlen

Wie grof8 kann der Abstand p,11 — p, werden? Tabelle.

Satz:
Dieser Satz zeigt, wie man beliebig grofie Intervalle finden kann, die keine Prim-
zahl enthalten.
Ist m > 2, so sind alle Zahlen zwischen m! + 2 und m! + m zusammengesetzt. Dh.
das Intervall [m! 4+ 2, m! 4+ m] enthélt keine Primzahl.

Satz:
Wir verfeinern das Argument etwas
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Sei k > 3 und p1, po, p3, . .. die Folge der Primzahlen.
1. Alle Zahlen zwischen p; - - - pr — pr—1 — 1 und p; - - - pr. — 2 sind zusammengesetzt

2. Sei n = n(k) so gewéhlt, dass p, die grofite Primzahl < p; - - - py, — 2 ist. Dann gilt
Pn <p1--Pk—pr—2und ppy1 > pr-copp— 1

Pn(k)+1—Pn(k) > Pk )

3. Esist ’pn+1 —Pn=pr+1 ‘ und 108 Pr (1) = log(p1--pk

Der Satz liefert sofort folgende Folgerungen dank klim P = 00:
—00

o limsup(ppt1 — pn) = 0o (benachbarte Primzahl-Absténde werden beliebig grof3)
n—oo

o Giltigkeit des Primzahlsatzes vorausgesetzt!

lim sup Zutl=Pn > 1
n—>oop logpn =

1.10 Primzahldrillinge

Primzahldrillinge:
Primzahl-Tripel (p,p+ 2,p + 4)
Sind p,p+ 2,p + 4 Primzahlen, so ist (p,p+2,p+4) = (3,5,7)

Tatséchlich gibt es Primzahltripel der Bauart (p,p+ 2,p + 6),(5,7,11),(11,13,17),
(17,19,23), (41, 43,47), ... Wir werden diese Vorgehensweise verallgemeinern.

Lemma:
Ist a € Z,d € N, so ist unter den Zahlen a, a +d, a + 2d genau eine durch 3 teilbar.

Beweis: Moglich ist d =1 mod 3 oder d = 2 mod 3

e Falla=1mod 3, d=1mod3:
a=1mod3: 3ta
a+d=2mod3: 3fa+d
a+2d=0mod3: 3la+2d

e Rest analog
1007,1008,1009. 1007,1009,1011

1.11 Die Primzahl-k-Tupel-Vermutung

Frage:
Seien a1 < ag--- < ag, ai,...a € Z
Ist es moglich, dass fiir unendlich viele n € N ein rein Primzahl-Elementiges k-
Tupel zu finden, so dass (n + aj,n+ ag,...,n+ag)?
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Zulassigkeit eines k-Tupels:
Wenn fir alle Primzahlen [ die Bilder der a; € Z/IZ nicht ganz Z/IZ sind. D.h.

{CTI modl 5 modl} #Z/ZZ: {6 mod ! 1 mod [ T =1 modl}
Dies ist fur [ > k trivial erfillt. Dartiiber hinaus erfullt wenn
VlﬁkHUZEZ.(Ll;Téul mod [, aggéul mod [, ...,akiéul mod [

Beispiele:

1. (a1,a2) = (0,2) zuldssig, da a; #1 mod 2 fiir i = 1,2

2. (a1,as,a3) = (0,2,4) nicht zuldssig, da modulo 3 gilt 0 =0,4=1,2=2
3. (a1, az2,a3) = (0,2,6) zuldssig, da a; Z1 mod 2,a; Z1 mod 3
Weitere Lemma dazu:
o Ist (a1,...,ax) € ZF,a; < --- < ay, so ist auch (a1 +m,...,a, +m) ein zulissiges

Tupel

o Falls (ay,...,a;),(€ ZF,a; < --- < a;) kein zulissiges k-Tupel, dann 3] < &, €
Prime und {a—l modl7__. N modl} _ {6 modlju.il_ 1 modl}

e Sei nun [ eine solch feste Primzahl
Vn € Zal(n) S {1, ceey k} , l|n + Qj(n)

e Vn € Z,n>k—ag ist n+ a;y,) zusammengesetzt, da [ln 4+ Qi(n)

o Vn € Z,n >k — ap, besteht das k-Tupel (n + a1,n + ag,...,n + aj) nicht nur aus
Primzahlen

o Falls (p1,...,pk), ein zuldssiges k-Tupel, und p; > k, dann ist dieses k-Tupel
zuléssig.

Primzahl-k-Tupel-Vermutung:
Fiir k > 2 ist diese Vermutung unbewiesen.
Ist (a1,...,a;) € ZF a1 < ...a ein zulissiges k-Tupel, so gibt es unendlich viele
Primzahl-k-Tupel der Gestalt (p1,...,px) = (n +a1,...n + ay)

1.12 Primzahlen als Werte von Polynomen

Satz:
Ist f = agz® 4+ ag_12% ' + - - + ag ein nichtkonstantes Polynom mit a;,d € Z, so
enthélt die Menge {f(n) : n € N} nicht nur Primzahlen.

d—1
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Satz:
Es gibt unendlich viele Primzahlen = —1 mod 4, also 4n — 1 und = —1 mod 6,
also 6n — 1

Dirichletscher Primzahlsatz:
Ist a,b € Z,99T (a,b) = 1 so gibt es unendlich viele Primzahlen der Gestalt a-n+b

Satz:
Uber Polynome vom Grad > 2 ist nichts wirklich bewiesen.

Frage:

Wann kann ein Polynom f(z) = agz? + ag—12%71 + -+ + ao nicht unendlich viele
Primzahlen darstellen.

o Ist f(z) = g(z)h(z), so hat die Zahl f(n) eine (im Allgemeinen) nicht triviale
Faktorisierung

o Ist der hochste Koeffizient negativ, so wird f(n) fiir groie n negativ und kann
keine Primzahl sein

o Ist ged(ag, ag—1,-..,ap) > 1, so gibt es nur endlich viele Primzahlen der Gestalt

fn)

o Falls ged({f(n) :n€Z}) > 1, so kann es nicht unendlich viele Primzahlen der
Gestalt f(n) geben

Irriduzibles Polynom:
Lésst sich nicht als Produkt zweier nichtkonstanter Polynome schreiben.

Vermutung von Bouniakowsky:
Ist f(z) € Z[z] irreduziebel mit positivem hochsten Koeffizienten und ged {f(n) : n € Z} =
1, so enthélt die Menge {f(n) : n € N} unendlich viele Primzahlen

Hypothese H - Schinzels Hypothese:
Seien fi(z),..., fx(z) € Z[x] irreduzible Polynome mit hochstem Koeffizienten

k
> 0, so dass ged ({ ( 11 fz> (n):ne€ Z}) = 1, dann gibt es unendlich viele n € N,
i=1

so dass alle Zahlen fi(n),..., fx(n) Primzahlen sind.

10
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Satz:

Sei (a1, ...,a;) € ZF ein zuldssiges k-Tupel mit (a1 < ... < a), dann gilt:

e Polynome x + ay, ...,z + aj, erfiillen Vorraussetzung der Hypothese H.

o Gilt diese Hypothese, so gilt die Primzahl-k-Tupel-Vermutung, d.h. es gibt unend-
lich viele n € N, so dass das k-Tupel nur aus Primzahlen besteht.
Weiterhin gibt es dann unendlich viele Primzahlzwillinge, Primzahltrippel (p,p +
2,p+6) und (p,p+4,p+6)

Satz:
Gilt die Hypothese H, so gibt es zu jeder natiirlichen Zahl m Primzahlen p, ¢ mit
_ ptl
M= g
Lemma:
- 2_ 1 d p, =1,7 d8
Ist p eine ungerade Primzahl, so gilt 2b = (_1)% = mod p p o
—1 modp, p=3,5 mod8
Satz:

e Sind fiir ein n > 2 die Zahlen p = 4n — 1,q = 8n — 1 Primzahlen, so ist ¢ ein
nichttrivialer Teiler von M, = 2P — 1 und M), ist zusammengesetzt

« Gilt die Hypothese H, so tritt der erste Fall unendlich oft auf. Und es gibt unendlich
viele Primzahlen p, sodass M, = 2P — 1 zusammengesetzt ist.

1.13 Die Goldbachsche Vermutung

Goldbachsche-Vermutung:
Jede gerade Zahl n > 4 ist Summe zweier Primzahlen

Satz:
Jede gerade Zahl ldsst sich als Summe von héchstens 6 Primzahlen schreiben

Terndre Goldbachsche-Vermutung;:
Jede ungerade Zahl n > 7 ist Summe dreier Primzahlen. Ist die Goldbachsche-
Vermutung korrekt, so auch diese

Satz:
Jede ungerade natiirliche Zahl > 1 lasst sich als Summe von héchstens 5 Primzah-
len darstellen

11
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2 Elementare Abschatzung fiir 7(x)

2.1 Die Funktionen ¥(z) und ()

I(x) = Zlogp =7(z)logx — / @dt
p<z 2 t
P(z)= Y logp= Y logp
pF<z p,fil
_ @) [0
(@) ~ logx * / t(log t)th

Y(z) <logd-x < 1.3863 -z
P(x) > (x —2)log2 —log(z + 1)

x>3 r>1 x

0.6 < m(z) < 1.5

'log:r 'logw
Beispiel z = 10:
fir <ax=p:2,3,57=23,22572332
¥(z) =log2 +log3 +logh + log 7 (z) =3log2+ 2log3 +logh + log 7

Satz:

o Existiert fiir x — oo der Grenzwert einer der Funktionen
mw(x)logz Y(zx) P(x)

———, —, ., 80 existieren alle drei Grenzwerte und diese sind gleich

o T(@) ~ gz S V@) v e Y(@) ~ o
2.2 Die Zahl M

Lemma - Fiir m > ¢:

i — (21 2m+1>
m m+1
Dann gilt I1 p|M, M < 4™
m+1<p<2m+1

Lemma - Fiir m > 1 gilt:
92m+1) —Jd(m+1) <mlog4

12
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Satz:
Y(x) <logd-x

1T p<4”®
p<z

2.3 Abschidtzung von 7(z) nach oben
2.4 v,(n!) - Wie oft geht p in n! auf?

vp(n),n € Z ist die p-adische Bewertung. Diese bestimmt wie haufig eine Primzahl p in
n vorkommt.

Lemma - Fiir n € N gilt:

el
2

k=1

Up(n!) = > L%J =

= e {FJ
Beispiel:
Wie viele am Schluss anhédngende Nullen hat 1000! in der Dezimaldarstellung?
1y — 1000 | _ | 1000 | o |1000| , [1000| . |1000| _
v5(1000!) kgl { 5k J { 5 J + { 25 J + L125J + LGQSJ 249
v2(1000!) = 994
10%491000!, aber 102°° § 1000! Die Anzahl Nullen betrigt also 249.

Beispiel Ubung:
z.Z. An € N. n! enthélt in der Dezimaldarstellung genau 777 Nullen am Schluss.

vs(n!) = kgl {%J Diese Abbildung n +— vs(n!) ist monoton steigend.

v5(31241) = 776, v5(3125!) = 781.
Entsprechend existiert kein solches n

2.5 Die Zahl N

Lemma - Firn > 1sei N = (%?), dann gilt:

Nllem(1,2,3,...,2n), und N > 2

Lemma - Fiir n > 1 gilt:
2nlog2 —log(2n + 1) < 9(2n)

13
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2.6 Abschdtzung von 7(z) nach unten

Satz:
Es gilt liminf 72252 > 1n2 > 0.6931

2.7 Das Verhalten der Funktion ”(m)xﬂ im Intervall [p,, pn11)

Lemma - Fur n > 2:

. log % -
ist T@I8T 51 Tntervall [Pr, Pnt1) s.m.f. und

inf 7T($)mlogm _ nl;ngLl? sup ﬂ(z):]clogx _ nl(}))gpn
TE€[Pn,pr+1) nr TE[Pn,Pnt1) !

Satz - Abschitzung m(x):
>3 z>1
06-% < w(z) < 1.5-=%

loge — — " Togz

2.8 Abschatzungen fiir die n-te Primzahl p,

Satz - n-te Primzahl p,, - Fir p, gilt:
fir n > 2
0.666n logn < p, < 2.165nlogn

2.9 Die Zahl N = (?) und das Betrandsche Postulat

n

Angenommene Aussagen unter der Voraussetzung eines stetigen Primzahl-Vorkommens
zwischen n, 2n

14
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Lemma:
, 2n . .
Fir N = <n> = [Ip* mit o, = v,(N) gilt
P
o log N > (log4)n —log(2n + 1)
— 2n| _9|n
S Zk: kaJ 2 Lﬂ’“J)
o a, < lffg?J und damit oy, logp < log2n

o Ist ap > 2, s0ist p < v/2n

)1 p € (n,2n]
= 0, pG(%n,n},nES

Betrandsches Postulat:
Zu jeder Zahl n € N Jp € (n, 2n]

Satz:
Sei py, die Folge der Primzahlen, so gilt
V7. pro1 < 2pr d.h. pri1 —pr <pr

2.10 Ungleichungen fiir J(x) und ¢ (z)

Satz - Fir z > 0 gilt:
P(z) € [I(x), I(x) + 3/7]

Binomischer Lehrsatz:

Sy A

m=0

Satz - Fur m € [0, n] gilt:

n—1
<n> — n! — zl;[()( ) und

m m!(n—m)!

5 (o

15
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3 Weitere Summenfunktionen

3.1 Partielle Summation

Partielle Integration fiir stetig differenzierbare Funktionen a(z),b(z) fir x > 1:

lfa(t)b(t)dt — A()b(z) — lfA(t)b’(t)dt

Partielle Summation:

ay, sei eine Folge komplexer Zahlen und fiir alle x € R: A(z) = Y a,
n<x

o Falls b(z) fir x > 1 stetig diff’bar, so gilt fiir alle z > 1 € R:
> apb(n) = A(z)b(x) — [A()Y (t)dt
1

n<x
o Falls ng € N,Vn < ng. a, = 0 und b(x) fiir x > nyg stetig diff’bare Funktion, so gilt
fir allex > 1€ R:

S anb(n) = A(2)b(z) —n]j AV (6)dt

n=ng

Beispiele:
1. ap := 1,a, = 0,b(x) := log(x), sei nun n keine Primzahl, dann ist A(x) = 7(z)
und N
Yzx) = ; logp = ; anb(n) = A(z)b(z) — 1fA( W' (t)dt =
p<z n<x

:ﬁ(m)logac—fw(t) Adt = 7(x )logm—f@d

2. ap = logp,a, = 0,b(x) = @, sei nun n keine Primzahl, dann ist A(x) =
> an = > logp = ¥(x), dann koénnen wir die partielle Summation mit ng = 2
n<x p<x
anwenden und

w(z) = T 1= 3 aub(n) = Alw)b(a) - fA(t)b’(t)dt

p<x

- log:c fﬁ t(logt)2dt = logx + f t(logt 2dt

3.2 Die Summenfunktion z — >

n<x

3=

Lemma - Fir u > 1 existiert:

ft L”olte[ }

u
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Eulersche Konstante ~:
_1_ Tl
fy - 1 - _[ t2

dt = 0.5772156649015328606065 . . .

Satz:

1. Fir z > 1 ist

S L logz—n|<i

n<x

Sei nun a(x) fiir x > 1 definiert durch

n<x

> %:loga:—i—’y—i—@, so gilt Vz > 1. |a(z)| < 1

N
2. Die Folge (Z %— log N

> konvergiert gegen -y
n=1 N>1

Beweis, Anwendung der partiellen Summation:
1. ap :=1,b(t) := 1, wir erhalten
A@) = 31 =[z]
n<x

> 5= % apb(n) = A(2)b(z) —
n<x n<x

=1zl 4 g
1

—e—_

A (t)dt

I
—
8
[T
8=
|
HC\H
—
<~
[
‘I
—
QU
~
I

3.3 Die Summenfunktion z — Y logn

n<x
Firxz >1: Y logn =log [] n=log|xz]!
n<lx n<lx

Satz - Fir ¢ > 1 gilt:

> logn — (xlogz —x 4+ 1)| < logx
n<x

sei nun b(z) definiert durch

> logn =xlogx — 2z + 1+ b(x) - logx, so gilt Vz > 1. |b(z)| < 1
n<x

> logn =xzlogx — z + O(log x)
n<zx

Lemma - Fir z € R,n € N gilt:

=[5

Lemma - Fiir x > 0 gilt:
X<) logn= 3 ¥ (3)

n>1
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3.4 Die Von-Mangold-Funktion A(n) und z — ¥ 2

n
n<x

Erinnerung: Definition der -Funktion

P(z) =Y logp

pF<z

Von-Mangoldt-Funktion A : N — R:

1 =pF
A(n) = ogp, n=p
0, sonst

= P(x) = L An)

n<x

Lemma - Fir x > 1 gilt:

Y logn= 3 || An)

n<x n<x

Satz -Fir « > 1 gilt:

> %—logx

n<x

> Aln) _ logz + O(1)

" =
n<x

<12=1]> 1‘;%—loga:

pF<wz

<1.2

Satz - Fiir z > 1 gilt:
5 A _ vt Ful
1

T
n<zx

Lemma - Fiir z > 1 gilt:

< 2.7, also auch

J @dt —logx
1

x

Ik %«f)dt =logz + O(1)

1
3.5 Die Primzahlsummenfunktion z — ) k’%

p<z
Lemma:
logp __ log p
0< Xp:%jQ = Xp: poo <08
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Satz (Mertens) - Fiir > 1 gilt:

> lo%—logaj <2
p<z
> 10%:logyc—&-O(l)

p<w

Satz:
Jde (Konstante),

logn 1 2
Z “n ilog x4+ c
n<x

> e = Llog?y —c+ 0O (10“)

glog:r r>e

x

T
n<x

und ¢ ~ 0.0728

3.6 Die Primzahlsummenfunktion 3
p<z

Satz (Mertens) - Vo > 2. J¢; € R.:

< 4

> %—loglogm—cl

— logx
p<z
p;x% =loglogx +c¢1 + O (@)

3.7 Die Produkfunktion z — [] ¢

p<z ~ P

e = 15

-1
pSml P pS:vp

Lemma - Fir x > 1 gilt:

0< > <log11 —1><1

1
p>x P p x

Die folgende Reihe konvergiert zwischen 0.31 und 0.32:
> (log 1_1 T — 1)
p

) p

Implikation aus Satz (Mertens):

¢l = xlggo (; ;lo - loglogz) , co =) (log 1,11 - 117)
p<z P

P
[T -1 ~ et logz und

p<z = P

(1 1) ~ e
pl P logz
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Satz - Fiir z > 2 gilt:

I 1_1; —eVlogz| < 16366
p<z = P

und insbesondere gilt ¢ + co = 7

3.8 Die Summenfunktion z — ) EJ und das Dirichletsche Teilerproblem

n<x

Satz - Fir z > 1 gilt:
> 2] =zlogx + ya + r(x), r(z) € [—z —1,1]

n
n<x

3 [%J =zlogx + O(x)

n<x

Satz (Dirichlet) - Fir x > 1 gilt:

n;x (2] =zlogz + (2y — L)x 4 r(x)y/, Ir(z)| <5
> 5] =wlogz+ (2y — Nz +O(V)

3.9 Eine zum Primzahlsatz aquivalente Aussage
Satz - geltende Implikation:

YP(z) ~x = lim (Z Agln)—logm> =

T—00 n<w

3.10 Der Satz von Axer

totale Variation, beschrinkte Variation:
Sei f : [a,b] — C eine auf einem kompakten Intervall [a,b] C R definierten Funk-
tion.
totale Variation von f auf [a, b]:

V(f,a,b) —sup{é\f(xi) —flxic)]ra=x0<x1 < -+ <y —b} € R>gU{oo}

beschrdankte Variation von f auf |a,b]:
das selbe, wie totale Variation, allerdings gilt hier V(f,a,b) < oo
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Lemma:
Sind g, h : [a,b] — R m.s., so ist die Differenz f : [a,b] — R mit f(x) = g(x) — h(x)
von beschrinkter Variation.
Die Umkehrung gilt ebenso.

Beispiel:
x +— x — |z], wobei beide Teilfunktionen m.s. sind. Also auf jedem kompakten
Intervall von beschrénkter Variation.

Satz(Axer) - Sei a,, eine Folge komplexer Zahlen mit:

> ap = 0(1‘), > ’an| = O(l‘)

n<lz nlx
b : [1,00) — R eine beschriankte Funktion, die von beschrinkter Variation auf
jedem kompakten Intervall in [1, 00) ist. Dann gilt:

n;x anb (%) = o(x)

Satz(Axer) - Ist a,, eine Folge komplexer Zahlen mit:
> = O($), > ’an’ < O(x)v so gilt:
n<x

n<x

2 an (5 = [7]) = o(@)

n<x

3.11 Die Anzahl w(n) der verschiedenen Primteiler von n

w(n)z#{p:p\n}z;l

Sei nun n = p§'...p¢ die Primfaktorzerlegung von n, so ist w(n) =r

Satz - Flir n > 3 gilt:

1
OJ(TL) <5 logofgorgln

Satz - Fir ¢ > 2 gilt:

c1 := lim (Z % — loglog;r> ~ 0.2615

p<x

L5 wn) =loglogz + ¢ + O (L)

log x
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4 Dirichlet-Reihen
4.1 Einfithrung

Dirichlet-Reihen:
Hat die Gestalt > = oder } %
n>1 n>1
Wobei (a,,)nen eine Folge komplexer Zahlen oder a : N — C eine komplex-wertige
Funktion ist.
seC, s =0 +1t, o=R(s), t =3(s)
FirxeR>0:
15 — eslogr _ p(otit)logz _ pologa | gitlogz $0(COS(t log :L') —l—isin(t log m))

also |z¥] = a° insbesondere:
L _ p—slogn _ e—(a—i—it) logn _ ,—ologn , —itlogn _ cos(tlogn)—isin(tlogn)
ns - - - no
und
1 -1 _ _1
ns| T no T pR(s)

4.2 Konvergenz von Dirichlet-Reihen

Lemma (Wiederholung) - Fiir N € N,o > 1 gilt:

I < (1 54)

Satz - Ist a € R, a, = O(n®):

so konvergiert die Dirichlet-Reihe 7 %2, Vs € C,R(s) > 1+ a absolut
n>1
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Beispiele:

1. ap =1, = 0 erfiillt das Lemma, also konvergiert die Reihe a, fiir alle s, R(s) > 1
absolut. Wird auch als Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnet ¢(s) = . 2

o
n>1"

2. ¥ (—173: - konvergiert absolut fiir R(s) > 1
n>1

n

3. ap = & =n"", a, = O(n®),Va € R, entsprechend konvergiert 3 n_sn absolut
n>1

fur s e C

4. bei festem s € C ist
Nullfolge

n _ n . . . n .
sl =n""7%. > %5 konvergiert fiir kein s € C, da 75 keine

Satz - Sei > 7% eine Dirichlet-Reihe:
n>1

dann gibt es ein 0, € RU {—00, 00} mit

S

n>1 " | konvergiert nicht, R(s) < 0q
, wobei o, die Abszisse der absoluten Konvergenz heif3t.

5 a {konvergiert absolut, R(s) > o,

Lemma - Konvergiert die Dirichlet-Reihe 3 ™2 fiir so = o + itg € C so gilt:
n>1

fir die Abszisse der absoluten Konvergenz o, < 1+ g

Lemma:
Zur Dirichlet-Reihe > 72 Jsg = oo +itg € C,C € R,n¢ € N. mit
n>1
Yz > ng. Y. &I <C
no<n<z

dann gilt fiir alle ny,ne € Nyng <ny < no,Vs=o+it,o > oy

an _C 5=50
Z ns = n;’*(’o <+0'70'0)

n1<n<ng

Satz:

Hat die Dirichlet-Reihe ) 7= beschrinkte Partialsummen ) -2, so konvergiert

n>1 n<x
die Reihe gleichméfBig auf jeder kompakten Teilmenge von {s = o + it € C: 0 > 09}
Also insbesondere dann, wenn sie fiir s = sg konvergiert.
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Satz:
Konvergiert die Dirichlet-Reihe - %% und ist M € R > 0, so konvergiert die Reihe
n>1
gleichméfig auf der keilformigen Menge Ky = {s € C: |s — so| < M(c —09)}
und lim > % — du
er) =1 S

4.3 Die einer Dirichlet-Reihe zugeordnete Funktion

Sei > %z eine Dirichlet-Reihe mit Konvergenzabszisse oy, dann erhélt man durch f(s) =
n>1
> 4 R(s) > o eine Funktion f: {o > o1} — C.

ns?
n>1
Da weiterhin die Reihe in jedem kompakten Teil der offenen Konvergenzhalbebene
o > oy, gleichméBig gegen f(s) konvergiert, ist f(s) holomorph (komplex-differenzierbar,

analytisch), weshalb in o > o}, gliedweise differenziert werden darf. Man erhilt

) =% M’k >0

s
n>2 n

Die Ableitung f’(s) ist ebenfalls eine Dirichlet-Reihe, die in der Halbebene konvergiert.

Einschub - holomorph (Wikipedia):
Sei U C C eine offene Teilmenge der komplexen Ebene und zy € U ein Punkt
dieser Teilmenge. Eine Funktion f : U — C heiit komplex diff’bar im Punkt zg,

falls der Grenzwert }llir% w,h € C existiert. In diesem Fall bezeichnet
—

man diesen Grenzwert als f/(zo)
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Lemma - Sei N € N:

und ) 7% eine Dirichlet-Reihe, die fiir o > o, absolut konvergiert und dort eine
n>N

Funktion f(s) darstellt.

1. Ve > 0. 3C:. Vs,0R(s) > 0, + ¢, gilt
[N*f(s) - an| < Ce - ()

2. Ist (sg)ren eine Folge komplexer Zahlen mit klim R(sg) = oo, dann gilt
— 00

klim N*k f(sg) = an f(sg) ist fiir hinreichend grofes k definiert
—00

Satz:

1. In der Konvergenzhalbebene der Dirichlet-Reihe - 72 werde f(s) = >° %2 defi-
n>1

2 n>1
niert. Ist dann sy eine Folge komplexer Zahlen mit f(s;) = O,klim R(sg) = o0, so
—00
gilt
vn € N.a,, =0

2. (Identitatssatz fiir Dirichlet-Reihen) Sind f(s) = > =, g(s) = > % zwei durch
n>1 n>1
Dirichlet-Reihen dargestellte Funktionen, ist s; eine Folge komplexer Zahlen mit

f(sp = g(sk), lim R(sx) = oo, so gilt
k—o0
Vn € N.a,, = by,

3. Folgerung, wenn f(s) # 0, dann gibt es eine Halbebene o > a, in der f(s) keine
NS hat.

Lemma - Seim € N > 2:
und f(s) =1— 2% =1-— o(1—s)logm_
Dann hat die auf ganz C holomorphe Funktion f(s) Nullstellen genau in den Punk-
ten:

sp=14k-2ZL keZ

logm?

Satz (Landau) - Sei 3> %2 a, € R > 0:
n>1

und Konvergenzabszisse o € R, f(s) die durch die Dirichlet-Reihe dargestellte
Funktion.
Dann kann f(s) nicht zu einer in s = o, holomorphen Funktion fortgesetzt werden.
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4.4 Multiplikation von Dirichlet-Reihen

Umformung konvergierender Dirichlet-Reihen - Faltung arithmetischer Funktionen:

Sind f(s) = > %= g(s) = > Z—"S Dirichlet-Reihen, die irgendwo konvergieren,
m>1 n>1

so gibt es eine Halbebene, wo beide absolut konvergieren. Dort lassen sich die

Reihen beliebig ausmultiplizieren und umsortieren. Man erhilt also eine weitere

Dirichlet-Reihe, die absolut konvergiert.
ey =Y E-yi= ¥
i e L s~ LA IS ] (
Z apb; Zadb%
— Z kl:ns — Z d|n .
n>1 " n>1 "
Seien a,b : N — C (arithmetische Funktionen), dann gilt

agb; agbr _
DE
n>1LE>11>1,kl=n

—~

> Aw . s M =y ) e(n) = 5 a(k)b(i) =%ﬁa(d)b(%) :C%a(%) b(d)

n>1 n>1 n>1 kl=n

Diese Zuordnung (a,b) — ¢ wird auch als Faltung arithmetischer Funktionen
bezeichnet, wobei c = a x b
Die Konvergenzhalbebene kann sich beim Multiplizieren von Dirichlet-Reihen ver-
groflern
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Tabelle 1: Wertetabelle der Moebius-Funktion
n |1 2 34 56 78 9 10
pn) |1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1

Beispiele:
1. Fur R(s) > 1 gilt
> >
(=T T =3 %= 9 =5 5,
n>1 n>1 n>1 n>1 n>1
wobei 7(n) = > 1 die Anzahl der Teiler von n bezeichnet
dn

2. Ist a(p) = 1,a(n) = 0, falls n keine Primzahl ist und Vn.b(n) = 1, so gilt

: 1,
> a(d)b(7) =X a(d) = Y alp) = ‘Zl = w(n)

dn dn p|n

Sd
(E-D=Y 5 T =L % ¥ = ¥
n>1 n>1 n>1 n>1 n>1
wobei > d die Summe aller positiven Teiler von n, inklusive 1,n und wird haufig

dln
mit o(n) bezeichnet

Die Mébius-Funktion p(n):
—petetrer e c{0,1},i=1,...,7
upt i) =4 Y (€10, 11,0 =
0, ej > 2fireinie{l,...,r}
Sind also p1,...,p, verschiedene Primzahlen, so ist u(p;...p,) = (—1)", und ist
n nicht quadratfrei, so ist p(n) = 0, Siehe auch table 1. Fir Teilerfremde Zahlen

m.n gilt p(mn) = p(m)p(n)

Satz:

Y ud)=0,n>1
dln
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Satz:

Die Dirichlet-Reihe 2>:1 " T(L?) konvergiert absolut fiir R(s) > 1 und es gilt

n>
§). S M) sy Loy pn) g
) n>1 " 2221 LS
d.h. fir R(s) > 1. 4 = ¥ 40
( ) <(s) n2>:1 "

und beide Funktionen haben keine NS in der Halbebene R(s) > 1

Satz (Mobiussche Umkehrformeln):
Sind a,b : N — C arithmetische Funktionen, so folgt
Vn € Nb(n) = 3" a(n) <

dln
& n €N aln) = S p(@b(F) = £ u()bn) = T ukb()
&Y=y T
n>1 n>1 n>1
e % a(n) _ pn) D bn)
S WA B S B
Lemma - Fiir n € N gilt:
> A(d) =logn
dln
Satz - Fiir R(s) > 1 gilt:
An) _ _¢'(s)
nzzjl = ) und
pmn) 1
= ¢(s)

4.5 Anwendung auf die Zeta-Funktion

Lemma:
Fiir m > 2 werde eine Dirichlet-Reihe z,(s) definiert
Zm(s) =14 g 4+ s — et s T =

mS
1, n=12,...,m—1 modm
:Z%aan: o
n>1 —(m—1), n=0 modm

Die Konvergenzabszisse ist o, = 0, die Abszisse der absoluten Konvergenz ist
o, =1
Es gilt fiir R(s) > 1

zm(s) = (1 — 7213) 2 %

n>1
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Lemma:
Sei wieder fiir m > 2 : z,,(s) wie oben definiert, dann wird

L ((s) = 1 2m(5)

eine meromorphe Fortsetzung von ((s) auf R(s) > 0 definiert

2. ¢(s)=(1— 77775)_1 Zm(s) hat in R(s) > 0 hochstens Polstellen in den Punkten der
Menge {l—i—k:- 2mi :kGZ}

logm

3. ((s) ist analytisch in {R(s) > 0} \ {0}

Lemma - Die (in C meromorphe) Funktion:
i

-2

hat2 einen Pol 1. Ordnung in s = 1 mit Laurentreihenentwicklung
— log 2 log 2)3

e RCRED R R CER R S CESVE

Satz:
C(s) lasst sich meromorph auf die Halbebene R(s) > 0 fortsetzen, z.B. durch
n—1
((s) = 1_11 Y (_1725 oder ((s) = f:”g,mZQ
25 n>1 m®

C(s) ist in {R(s) > 1} \ {1} analytisch und hat im Punkt s = 1 einen Pol 1. Ord-
nung mit Laurentreihenentwicklung ((s) = S_% e B
Insbesondere hat das Residuum von ((s) im Punkt s = 1 den Wert 1

4.6 Integraldarstellung
Lemma - Erinnerung:
Ist 0 < a<b,f:[a,b] = C beschriankt udn Riemann-integrierbar, so ist
b
F(s)=J %dw
Vs € C ﬁomplex—diﬂ?’bar und die Ableitung ist
F'(s) = f f(z)(=logz) ;..
:DS

Satz:
Ist f : [1,00) — C eine Riemann-integrierbare Funktion und Ja € R. f(z) =
O(z), so ist

Vs € C,R(s) > aF(s) = [ L9)

~s7rdx definiert und holomorph
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Beispiel - Sei a € R, f(x) = 2™
dann folgt fiir c > 1,s # a:
C

¢ c
e _ a—s—1 I I _ 1 1
{ x5+l dr = lfx dr = [ozfs :|w:1 T s—a (1 cS—a)

= cﬁR(Sﬁ sieht man, dass die Folge fiir ¢ — oo nur dann

Anhand von

CS—OL

konvergiert, wenn R(s) > a.

fzfild:v: L R(s) > «
1

s—a?

Satz - Integraldarstellung einer Dirichlet-Reihe:

Sei > %= eine D.R. mit Konvergenzabszisse 0 — k und A(z) = > ay, dann gilt
n>1 n<zx
Vs e C,R(s) >0p: > =5
n>1
Die rechte Seite ist in der Halbebene R(s) > oy, holomorph

2z

——g

Satz - Fiir ®(s) > 1 gilt:
Cs)=s/[ meﬁld:L'
1

<(s) n>1 n r n<lz
'(s A(n L w(a
~G = S A = ) e
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