Mathematik fiir Ingenieure C-I (Inf) B-I (WIng), Bachelor WS 09/10
PD Dr. S. Krautle Losungsvorschlag Klausur
Mittwoch, 07.04.2010 Dauer: 90 min

Alle Teilaufgaben erfordern entweder eine Rechnung
oder eine kurze Begriindung.

A1l) (Vollstindige Induktion)
Zeigen Sie mittels Vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € Ny gilt:

Zan—k _ 2n+1 o (n+2>
k=0

(8 Punkte)

Lo6sung.

Induktionsanfang (n=0): 0 =212 stimmt

Induktionsschritt (n — n+1): Es gelte > k2" % = 27+l — (n4-2) fiir

k=0
ein n € Nj.
n+1
Zu zeigen: > k2T = 9nt2 _ (p4.3)
k=0
n+1 n+1 n
Z k 2n+1—k — 2 Z k 2n—k —9 ( k 2n—k i (n_|_1) 2n(n+1)>
k=0 k=0 k=0

1) 92— (n+2)] 4+ nt1 =22 — (n + 3)

Oder, wenn man die Reihenfolge der beiden ersten Schritte vertauscht,

n+41 n n 1.V.
S k2ntloh = 37 pontl=k 4 (1) 200HD)=(nt) = 9 <2 ko 4 (n+1)2"—<"+1>> a¥) .
k=0 k=0 k=0



A2) (Komplexe Zahlen)

a) Berechnen Sie Real- und Imaginérteil der folgenden komplexen Zah-

len: o5
i
= pu— ]_ ) 12
2 2 20 = (1+1)

b) Bestimmen sie jeweils die Losungsmenge L C C:
(i) Re(22) +i=14Im(z) 2+ (1 +14) 2%
i

27

Hinweis zu b): Sie konnen sich aussuchen, ob Sie die Ergebnisse
mittels Polarkoordinaten oder mittels Real- und Imaginérteil dar-
stellen.

(ii) 2% =

(54+7=12 Punkte)

Lo6sung.

a)
25i 25i  25i(3—4i)  25i(3—4i)

Zl = =

(2+4)2 4—1+4i (3+4d)(3—4i)  9+16

= i (3—41) =443
= Re(z1) =4, Im(z) =3
In Polarkoordinaten rechnen:

[1+i]=v2, arg(l+i)=271
N { | 29| = (v/2)'? = 20 = 64 und

arg(z)=12-arg(1+i)=2-2r = 3. 27 = 7 (mod 2n)

Oder:
2 = ((1+)%)° = (20)° = 2%° = 64 - (—1)° = —64

b) (i) Ansatz z=a+bi, a,b€R, also 2%2=(a?—b?)+2abi:
Re(2?) +i=ilm(z) 2+ (1+1i) 2%

a?—b* +1i = ib® + (1+i) (a*+b?)

a>—b? = a*+b* A 1=b+a>+b?

b=0 A 1=a?

a=+x1 AN b=0

r e

} = 29=—04



= L={£1}

(ii) Polarkoordinaten‘

und arg( — &)=3 .27

| — 27‘ - 27 %) =1
= es gibt 3 Losungen 21 23 mit |21]|=|z22| =|23| = \/ %:% und
arg(z1) = 7 - 27

4
arg(ze) = (§+3) - 2r = 5 - 2w
arg(z3) = (}+3) - 2r =13 - 27

Also die Losungen in Polarkoordinaten:

_ 1 T - ooy 1
z1 =3 (cos§ +ising) = 31

_ 1 T
22—3(cos—+zsmﬁ)

_ 1 117 117
z3 = 3 (cos 53 +isin 57')

Das kann man noch umrechnen (mittels Skizze, mit gleichseiti-
gen Dreiecken):

leéi
=} (-4A-4) = VA |
23 =3 (+3V3—1%1) = +3V3 — i



A3) (Matrizen, Lineare Gleichungssysteme, Abbildungen)
Sei o € R und

0 a 200 0
A=11 2 2 1
01 2 2

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a € R eine Basis vom Kern
sowie eine Basis vom Bild von A.

b) Ist das Lineare Gleichungssystem A¥ = b im Fall o = 0 1ésbar
(i) fiir b = (0,4,0)T
(i) fir b= (1,1,1)7 ?
¢) (i) Fiir welche o € R sind die Zeilen von A linear unabhéngig?
(ii)
d) Ist die Abbildung
g:R—R 2+ (z,2,1)7

Fiir welche a € R sind die Spalten von A linear unabhéngig?

linear, injektiv, surjektiv?

(842+2+3=15 Punkte)

Lo6sung.

a) GauB-Elimination; dabei zuerst die Zeile mit dem Parameter nach
unten tauschen, um Fallunterscheidung hinauszuzogern, gleichzeitig
die Zeile, die nicht mit null anfidngt, nach oben tauschen:

0 o 2a¢ 0 1 2 2 1 10 -2 -3
A=112 2 1 |—-=101 2 2]|]—-101 2 2
01 2 2 0 a 2 0 00 0 —2«a
Im Fall a=0:
Matrix z.B. weiter umformen auf Gaufl-Jordan-Form:
1 0 -2 -3
01 2 2
“loo o0 o
00 0 O
Daran liest man ab:
—2 -3
2 2 L :
111 0 ist eine Basis vom Kern und



1],1 2 ist eine Basis vom Bild.
0 1
Im Fall a#0:
Matrix z.B. weiter umformen auf Gauf3-Jordan-Form:
10 -20 LU=
01 2 O
—- 101 2 0| —
00 0 1 00 0 O
00 0 1

Daran liest man ab:

—2

2 : ) )

1 ist eine Basis vom Kern und

0
0 Qo 0
1]1,121],[1 ist eine Basis vom Bild.
0 1 2

b) (i) Esist b =4-(0,1,0)7, und (0,1,0)7 ist nach a) offensichtlich
im Bild von A. Somit ist auch b im Bild von A (Bild ist immer
ein Vektorraum). Also ist das LGS losbar.

(ii) Nach a) haben alle Vektoren, die im Bild von A liegen, als erste
Komponente den Wert null. Ein Vektor b = (1,1, 1) ist daher
nicht im Bild, und somit hat das LGS keine Losung.

Bemerkung: Alternativ kann man natiirlich auch ein neues Gauf3-

Verfahren starten fiir das erweitere Schema (A|b), was aber deutlich
aufwéndiger ist.

c) Nach a) ist der Rang (=Dimension des Bildes)

2, a=0
Rang(A) = { 3 a0

(i) Die 3 Zeilen sind l.u., genau dann wenn der Rang 3 ist, was also
genau dann der Fall ist, wenn a#0.

Alternativ auch so argumentieren: Die Spalten sind genau dann l.u.,
wenn die Stufenform in a) in jeder Spalte eine Stufe hat. Das kann
nie der Fall sein, da es in a) nie mehr als 3 Stufen aber 4 Spalten



gibt.
(ii) Die 4 Spalten sind Lu., genau dann wenn der Rang 4 ist, was

also fiir kein a € R der Fall ist.
Oder, noch kiirzer: 4 Spalten/Vektoren im R? sind immer l.a.

d) Es ist g(0) = (0,2,1)T # 0. Daraus folgt, dass ¢ nicht linear ist.
Seien x,y € R mit g(x) = g(y), also (2,2, 1) = (y,2,1)T = x=y.
Also ist g injektiv.

g ist nicht surjektiv, denn z.B. fiir (0,0, 0) gibt es offensichtlich kein
Urbild.



A4) (Eigenwerte/-rdume, Determinante)
Es sei

A=

O =
— N =
— = O

a) Berechnen Sie alle Eigenwerte von A.

b) Berechnen Sie alle zugehorigen Eigenrdume.
c) Sei
B:=A-. (A—f—3 Eg),

wobei F3 die 3 x 3-Einheitsmatrix ist.
Bestimmen Sie det(B) sowie alle Eigenwerte von B.

(5+6+4=15 Punkte)

Loésung.
a) Z.B. mit der Sarrus-Regel berechnen wir die Determinante:
1I-x 1 0 1-x 1
1 2=-X 1 1 2-A
0 1 1-=A 0 1
:(1Aﬂ2AyJu )
1= [1=2)(1+A) - 2]
= (1-X) A= 3)\+2-2]
= A(1-X)(A=3)
Die Matrix hat also die 3 Eigenwerte \{ =0, \o=1, A\3=3.
b) Eig(0):

p(A) = det

1120 11 10 -1
A=1121|—-|01 — 1 01 1
011 00 00 O

Eig(1):

010 111
A-B=|111]=(010] =
010 000

o O =
o = O
o O =



= Eig(1) = span 0

—1
Eig(3)
-2 1 0 0 —1 1 -1 1
A-3F; = 1 -1 1 -1 -11]—=10 1 =2
0 1 =2 0 O 0 0 0
10 -1
— (01 =2
00 O
1
= Eig(3) = span 2
1

¢) Berechnung der Determinante geht hier am einfachsten mit dem
Determinantenproduktsatz und mit dem Wissen, dass die Deter-
minante von A gleich null ist (denn det(A) ist das Produkt der
Eigenwerte von A, bzw: det(A)=0 < A hat EW null):

det(B) = det(A) -det(A+3E3) =0
=0
Berechnung der Eigenwerte von B (Vorgehensweise aus Aufgabe
P36):
B ist ein polynomieller Ausdruck in A:

B=A?>+3A

Die Eigenwerte von B ergeben sich daher aus den Eigenwerten von
Aals p; = M2+ 3\, 1=1,2, 3, also

=0, pp=1*4+3-1=4, pu3=3*+3>=18.

Alternativ kann man natiirlich auch Matrix B explizit aufstellen und Determinante und Eigen-
5 6 1

werte berechnen, was aber deutlich aufwéndiger ist. Esist B = ( 6 12 6 ) . Dass det(B)=0
1 6 5

ist, sieht man daran, dass die mittlere Zeile die Summe aus den beiden anderen Zeilen ist

(—Zeilen La.). Es ist pg(\) = (5—X)2(12—=X) + 72 — (12—X) — 72(5—\) = —A3+22)\2 -T2\ =

“A(A2=22X0472) = — A (A—4)(A—18).

(Summe: 50 Punkte)



