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Alle Teilaufgaben erfordern entweder

eine Rechnung oder eine kurze Begründung.

A1) (Extremwerte)
Es sei f : R2 → R definiert durch

f(x, y) = x2 + 4xy + y2 + 4x.

a) Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum von f unter der
Nebenbedingung

x2 + y2 = 1.

Hinweis zum Lösen des Lagrange-Gleichungssystems: Eliminieren Sie
den Lagrange-Multiplikator λ, indem Sie eine der Gleichungen mit x
und eine der Gleichungen mit y multiplizieren.

b) Beantworten Sie (mit ’ja’ oder ’nein’, und mit kurzer Begründung!):

(i) Nimmt f auf Df,1 = {(x, y)∈R
2 | x2+y2≤100} ein Minimum an?

(ii) Nimmt f auf Df,2 = {(x, y)∈R
2 | x=y} ein Maximum an?

c) Zeigen Sie, dass die Funktion f : R2 → R an der Stelle (0, 0) weder
ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum annimmt.

(7+2+3=12 Punkte)



Lösung A1:

a) Wir setzen g(x, y) := x2+y2−1 zur Beschreibung der Nebenbedingung
durch g(x, y) = 0. Wir berechnen

∇f(x, y) =

(
2x+ 4y + 4
4x+ 2y

)

, ∇g(x, y) =

(
2x
2y

)

.

Das Lagrange-System lautet also:

(I) x+ 2y + 2 = λx | · y
(II) 2x+ y = λ y | · x
(III) x2 + y2 = 1

Nachdem wir (I) mit y und (II) mit x multipliziert haben, bilden wir
die Differenz, um λ zu eliminieren:

0 = y(x+ 2y + 2)− x(2x+ y) = xy + 2y2 + 2y − 2x2 − xy

⇔ x2 = y2 + y

Zusammen mit (III) wird x eliminiert:

1− y2 = y2 + y

⇔ 2y2 + y − 1 = 0
⇔ y2 + 1

2 y − 1 = 0

⇔ y1,2 = −1
4 ±

√
1
16 +

8
16 = −1

4 ± 3
4

⇔ y1 = −1, y2 =
1
2

Mit Hilfe von (III) bekommen wir die zugehörigen x-Koordinaten:

y1 = −1 ⇒ x1 = 0

y2 =
1
2 ⇒ x2a,2b = ±

√

1− (12)
2
= ±1

2

√
3

Die kritischen Punkte sind also (0,−1), (±1
2

√
3, 12)

Es ist
f(0,−1) = 1

f(+1
2

√
3, 12) =

3
4 +

√
3 + 1

4 + 2
√
3 = 1 + 3

√
3

f(−1
2

√
3, 12) =

3
4 −

√
3 + 1

4 − 2
√
3 = 1− 3

√
3

Ergebnis: Maximum = 1 + 3
√
3, Minimum = 1− 3

√
3



b) (i) f stetig & Df,1 kompakt ⇒ f nimmt Minimum an

(ii) f (x, x)
︸ ︷︷ ︸

∈Df,2∀x

= 6x2 + 4x
x→∞−→ ∞ ⇒ f nimmt kein Maximum an

c) Variante 1:

Hf(x, y) =

(
2 4
4 2

)

, insbes. Hf(0, 0) =

(
2 4
4 2

)

p(λ) = (2− λ)2 − 16 = λ2 − 4λ− 12
!
= 0

λ1,2 = 2±
√
4 + 12 = 2± 4

λ1 = 6 > 0
λ2 = −2 < 0

}

⇒ (0, 0) ist keine lokale Extremstelle

Variante 2: Man zeigt, dass es in jeder Umgebung von (0, 0) eine Stelle mit
f < 0 und eine Stelle mit f > 0 existiert. Dazu kann man z.B. f(x, 0) =
x2+4x = x(x+4) betrachten, was an der Stelle x=0 einen Vorzeichenwechsel
hat, d.h. f(x, 0) ist positiv für positives, beliebig kleines x, und ist negativ
für negatives, betragsmäßig kleines x.





A2) (Kurven)
Es sei eine Kurve Γ ⊂ R

2 durch die Parametrisierung

~γ(t) =

(
3
2 t

2

(2t+1)
3

2

)

, t ∈ [0, 2],

gegeben.

a) Berechnen Sie die Bogenlänge der Kurve.

b) Berechnen Sie die Tangente an die Kurve im Punkt (32 , 3
√
3). Geben

Sie die Tangentengleichung in der Form y = ax+b an.

(5+3=8 Punkte)



Lösung A2:

a)

~γ ′(t) =

(
3t

3 (2t+ 1)
1

2

)

‖~γ ′(t)‖ =
√

(3t)2 + 32(2t+1) = 3
√

t2 + 2t+ 1

= 3
√

(t+ 1)2 = 3 |t+1| = 3 (t+1) für t∈ [0, 2]

L(Γ) =

2∫

0

‖~γ ′(t)‖ dt =
2∫

0

3 (t+1) dt = 3

(
t2

2
+ t

)∣
∣
∣
∣

2

0

= 3 (2+2) = 12

b) (32 , 3
√
3) ist Punkt der Kurve für Parameterwert t=1,

~γ ′(1)
(a)
=

(
3

3
√
3

)

⇒ Tangentengleichung in Parameterform: T (s) =

(
3
2

3
√
3

)

+ s

(
3

3
√
3

)

, s∈R

Umformung:

(1) x = 3
2 + 3s

(2) y = 3
√
3 + 3

√
3s

(1) nach s auflösen ergibt s = x
3 − 1

2 ; in (2) eingesetzt:

y = 3
√
3 + 3

√
3(
x

3
− 1

2
) =

√
3x+

3

2

√
3



A3) (Differentialgleichungen)

a) Berechnen Sie die Lösung des Anfangswertproblems

y′ = e y+2t, y(0) = 0.

b) Berechnen Sie ein reelles Fundamentalsystem für die lineare Differen-
tialgleichung

y′′ − 6y′ + 13y = 0.

c) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der linearen Differentialglei-
chung

y′ + 2y = 3 e−2tt2.

d) Berechnen Sie ein Fundamentalsystem für das Differentialgleichungs-
system ~y ′ = A~y, wobei

A =

(
5 4
−1 1

)

.

(3+3+3+3=12 Punkte)



Lösung A3:

a)
y′ = eye2t, t0 = 0, y0 = 0

Trennung der Variablen (man kann mit Grenzen/Anfangswerten rech-
nen, so wie hier, oder auch ohne Grenzen d.h. mit Integrationskonstan-
te, die man am Ende durch die Anfangswerte bestimmt):

dy

ey
= e2t dt

y(t)∫

0

e−η dη =

t∫

0

e2τ dτ

⇔ −e−η|y(t)0 =
1

2
e2τ |t0

⇔ 1− e−y(t) =
1

2
e2t − 1

2

⇔ e−y(t) = 1 +
1

2
− 1

2
e2t

⇔ y(t) = − ln

[

1 +
1

2
− 1

2
e2t

]

b) p(λ) = λ2 − 6λ+ 13
!
= 0

λ1,2 =
′′ 3±

√
9− 13

′′
= 3± 2i

Ein komplexes Fundamentalsystem ist somit:

y1(t) = e(3+2i)t, y2(t) = e(3−2i)t

Durch Bildung von 1
2(y1+y2) sowie von 1

2i(y1−y2) bekommt man ein
reelles Fundamentalsystem:

{e3t cos 2t, e3t sin 2t}

c) Die homogene Dgl y′ = −2y hat Fundamentallösung yh(t) = e−2t.
Inhomogene Dgl / partikuläre Lsg. mittels Variation der Konstanten:
yp(t) = c(t)yh(t)
⇒ c′(t)yh(t) = 3e−2tt2 ⇒ c′(t) = 3t2

Eine Lösung ist c(t) = t3 ⇒ yp(t) = t3e−2t

Die allgemeine Lösung ist also

y(t) = yp(t) + α yh(t) = (α+t3) e−2t, α∈R.



d)

p(λ) = det

(
5−λ 4
−1 1−λ

)

= (5−λ)(1−λ) + 4

= λ2 − 6λ+ 9
!
= 0

⇔ λ = 3±
√
9− 9 = 3

Also: Doppelter Eigenwert. Suchen Eigenraum:

A−3Id =

(
2 4
−1 −2

)

→
(

1 2
0 0

)

⇒ Eigenraum ist eindimensional, ein EV ist ~x =

(
2
−1

)

. Es ist also

noch ein Hauptvektor zu bestimmen:

(A−3Id|~x) =
(

2 4 2
−1 −2 −1

)

→
(

1 2 1
0 0 0

)

Ein zu ~x gehörender HV ist somit ~y =

(
1
0

)

.

Ein Fundamentalsystem ist somit

{~x e3t, (~y+t~x) e3t} =

{(
2
−1

)

e3t,

(
1+2t
−t

)

e3t
}





A4) (Algebra)

a) Berechnen Sie [4]−1
15 und [11]−1

27 und [15]17 · [2]417.

b) Welche der drei Fehlerarten
(α) Einzelfehler,
(β) Nachbarvertauschungsfehler,
(γ) Vertauschungsfehler

kann mit folgender Prüfgleichung sicher erkannt werden? (kurze Be-
gründungen!)

(i) Prüfgleichung

6d1+5d2+4d3+3d4+2d5+d6 ≡ 0 (mod 7),

für einen Datensatz (d1, ..., d5|d6),
(ii) Prüfgleichung

2d1+4d2+5d3+7d4 ≡ 0 (mod 9),

für einen Datensatz (d1, d2, d3|d4).

(3+5=8 Punkte)



Lösung A4:

a) (i) 4 · 4 = 16 ≡ 1 (mod 15) ⇒ [4]−1
15 = [4]15

(ii)

2 · 11 = 22
3 · 11 ≡ 33 ≡ 6 (mod 27)
4 · 11 ≡ 6 + 11 ≡ 17 (mod 27)
5 · 11 ≡ 17 + 11 ≡ 28 ≡ 1 (mod 27) ⇒ [11]−1

27 = [5]27

(iii) [15]17 · [2]417 = [−2]17 · [16]17 = [−2]17 · [−1]17 = [(−2)(−1)]17 = [2]17
(Statt mit Äquivalenzklassen kann man das ganze auch mit ’mo-
dulo’ aufschreiben, also 15 · 24 ≡ ... ≡ 2 (mod 17).)

b) (i) 7 ist eine Primzahl, deswegen sind alle Gewichte 1,2,...,6 teiler-
fremd zu 7, somit werden alle Fehler (α) sicher erkannt. Die Diffe-
renzen der Gewichte sind ebenfalls teilerfremd, somit werden auch
(β) und (γ) sicher erkannt.

(ii) Die Gewichte 2,4,5,7 sind teilerfremd zu 9
⇒ (α) sicher erkannt
Die Differenzen der Gewichte 4-2=2, 5-4=1, 7-5=2 sind teiler-
fremd zu 9
⇒ Fehler (β) sicher erkannt
Die Differenz 5-2=3 ist nicht teilerfremd zu 9
⇒ Fehler (γ) wird nicht sicher erkannt

(Summe: 40 Punkte)


